北京 高 等 教育 精品 教材 
BEIING GAODENG JIAOYU JINGPIN JIAOCAI 


(第 五 版 ) 
耿 素 云 届 炳 玲 - 张 立 昂 编著 


清华 大 学 出 版 社 


北京 高 等 教育 精品 教材 


次 元 数学 


( 弦 五 版 ) 


耿 素 去 屋 婉 玲 和 外 立 昂 编著 


清华 大 学 出 版 社 
北 京 


内 容 简 介 
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生生 Pr 
入 五 版 前 言 


本 书 自从 2008 年 发 行 第 四 版 以 来 , 随 着 信息 技术 飞速 发 展 和 社会 对 高 层次 信息 人 才 的 
迫切 需求 ,根据 教育 部 计算 机 科学 与 技术 专业 教学 指导 委员 会 提出 的 4 计算 机 科学 与 技术 专 
业 规 范 》 和 《高 等 学 校 计算 机 科学 与 技术 专业 核心 课程 教学 实施 方案 ) 的 建议 ,结合 信息 管理 
与 信息 系统 专业 的 教学 要 求 ,本 书 第 五 版 在 保持 原 有 写作 风格 的 基础 上 ,除了 对 文字 做 了 进 
一 步 加 工 , 纠 正 了 某 些 玻 漏 以 外 ,并 对 部 分 内 容 进行 了 调整 ,主要 表现 如 下 . 

(1) 将 代数 结构 部 分 的 内 容 进 行 了 整合 ,并 调整 到 教材 的 最 后 . 

(2) 图 论 部 分 (第 5 一 第 7 章 ) 的 叙述 有 较 大 的 改动 . 

(3) 增添 了 一 些 内 容 , 主 要 是 与 离散 数学 应 用 相关 的 内 容 , 它 们 是 组 合 电路 (第 1 章 )， 
欧 拉 函数 (第 3 章 ) ,着 色 问 题 ( 第 5 章 ) ,地 图 着 色 与 四 色 定 理 .格雷 码 (第 6 章 ) 等 . 

(4) 对 部 分 习题 做 了 补充 和 调整 . 

在 此 次 修订 中 ,也 对 配套 出 版 的 (离散 数学 题解 》 进 行 了 同步 更 新 和 调整 ,PPT 电子 教 
案 的 修订 版 随后 推出 . 各 章 修 订 都 由 原作 者 完成 . 

本 书 适合 作为 计算 机 应 用 和 信息 技术 等 相关 专业 的 教学 用 书 , 教 师 可 以 根据 不 同 教学 


要 求 进行 适当 剪裁 ,大 约 用 54 一 72 学 时 完成 教学 计划 .此 外 ,本 书 也 可 以 作为 从 事 信息 系 
统 开发 的 科技 人 员 的 参考 书 . 
作者 
2013 年 2 月 


本 书 从 1991 年 发 行 第 一 版 ,到 2004 年 推出 第 三 版 并 被 评 为 北京 市 精品 教材 以 来 ,信息 
技术 飞速 发 展 ,新 成 果 层 出 不 穷 ,一 个 轨 新 的 信息 时 代 正 在 到 来 . 为 了 应 对 高 层次 信息 人 才 
需求 的 巨大 挑战 ,近年 来 ,教育 部 计算 机 科学 与 技术 专业 教学 指导 委员 会 组 织 有 关 专 家 对 国 
内 外 计算 机 专业 教育 进行 了 深入 的 调研 ,提出 了 《计算 机 科学 与 技术 专业 规范 》(CCC2004 一 
2005). 在 这 个 规范 中 ,计算 机 科学 与 技术 专业 被 细 化 成 计算 机 科学 .计算 机 工程 .软件 工程 、 
信息 技术 4 个 专业 方向 ,并 提出 了 相关 专业 方向 的 教学 计划 和 课程 设计 . 

根据 这 个 意见 的 指导 思想 ,并 结合 信息 管理 与 信息 系统 专业 的 教学 要 求 , 本 书 第 四 版 在 
保持 原 有 写作 风格 的 基础 上 ,除了 对 文字 做 了 进一步 加 工 , 纠 正 了 某 些 政 漏 以 外 ,并 对 部 分 
内 容 进行 了 调整 ,主要 表现 如 下 . 

(1) 在 组 合 分 析 中 补充 了 递 推 方程 的 求解 及 其 在 计算 机 递归 算法 分 析 中 的 应 用 . 

(2) 形式 系统 通常 包含 形式 语言 以 及 用 形式 语言 表述 的 公理 和 推理 规则 . 在 形式 系统 
中 ,符号 串 本 身 是 没有 语义 的 ,只 能 通过 解释 赋予 它们 一 定 的 语义 ,但 在 讨论 系统 的 公理 或 
推理 规则 时 应 该 与 语义 无 关 .本 书 在 以 前 几 个 版 本 关于 一 阶 逻辑 推理 的 叙述 中 没有 采用 公 
理化 的 方法 . 为 了 兼顾 逻辑 体系 的 严谨 性 及 本 书 的 定位 与 写作 风格 ,决定 删 掉 这 部 分 内 容 . 

(3) 面向 计算 机 科学 技术 的 新 发 展 ,补充 了 一 些 离散 数学 在 相关 领域 的 应 用 实例 . 

在 此 次 修订 中 ,也 对 配套 出 版 的 (离散 数学 题解 ) 进 行 了 相应 的 更 新 和 调整 ,PPT 电子 
教案 的 修订 版 随后 推出 . 各 章 修订 都 由 原作 者 完成 . 

本 书 适合 作为 计算 机 应 用 和 信息 技术 等 相关 专业 的 教学 用 书 , 教 师 可 以 根据 不 同 教学 


要 求 进行 适当 剪裁 ,大 约 用 54 一 72 学 时 完成 教学 计划 . 此 外 ,本 书 也 可 以 作为 从 事 信息 系统 
开发 的 科技 人 员 的 参考 书 . 
作者 
2007 年 10 月 


弟 三 谣 前 言 如 


本 书 已 出 版 发 行 12 个 年 头 . 当初 是 为 了 适应 全 国 计 算 机 软件 专业 技术 资格 和 水 平 考试 
的 需要 而 编写 的 . 现在 ,全 国 计 算 机 软件 专业 技术 资格 和 水 平 考试 的 内 容 有 了 很 大 的 变化 ， 
仅 在 系统 分 析 员 级 中 还 有 离散 数学 . 但 是 ,出 乎 我 们 意料 的 是 ,本 书 的 发 行 量 一 直 在 逐年 上 
升 , 被 很 多 学 校 选 作 教 材 . 为 了 更 好 地 适应 这 种 形势 的 需要 ,应 清华 大 学 出 版 社 的 要 求 ,出 版 
本 书 的 第 三 版 . 

第 三 版 在 内 容 上 没有 做 大 的 改动 . 除 订 正 第 二 版 中 的 错误 和 修改 了 少量 的 表述 外 ,主要 
是 对 每 童 的 最 后 一 节 “ 题 例 分 析 ” 进 行 了 修改 和 补充 . 原来 * 题 例 分析 ” 中 的 例题 全 部 是 选择 
题 (这 是 因为 当初 全 国 计 算 机 软件 专业 技术 资格 和 水 平 考 试 中 的 离散 数学 只 有 这 种 题 型 )， 
尽管 每 一 题 都 加 了 “分 析 ”, 对 相关 知识 和 技巧 做 了 尽 可 能 全 面 的 讲解 ,但 由 于 这 种 题 型 的 限 
制 , 还 是 很 难 充 分 发 挥 这 一 节 的 应 有 作用 .第 三 版 保留 了 部 分 选择 题 ,根据 内 容 的 需要 添加 
或 改写 了 其 他 形式 的 例题 ,使 得 这 一 节 更 好 地 起 到 它 应 有 的 作用 , 即 帮助 读者 理解 和 掌握 本 
章 的 内 容 ,强调 学 习 中 应 注意 的 事项 (如 容易 犯 的 错误 ) ,进一步 讲解 做 题 的 技巧 等 . 

各 部 分 的 修改 由 原作 者 完成 . 


作者 
2003 年 9 月 


人 
径 二 版 前 言 

计算 机 的 出 现 和 蓬勃 发 展 彻底 改变 了 人 类 的 生活 , 它 必 将 作为 20 世纪 最 灿烂 辉煌 的 
成 就 之 一 载 人 史册 . 从 科学 计算 到 大 型 的 信息 管理 系统 ,从 人 工 智 能 直至 进入 家 庭 ,计算 
机 已 成 为 人 们 生活 中 密 不 可 分 的 一 个 组 成 部 分 . 当前 ,人 类 社会 经 过 农业 经 济 、 工 业经 
济 , 正 在 进入 到 知识 经 济 的 时 代 . 经 济 的 增长 将 更 多 地 依赖 于 知识 和 信息 的 生产 .扩散 和 
应 用 ,人 类 社会 正在 成 为 名 副 其 实 的 信息 化 社会 . 这 既 为 计算 机 科学 技术 的 发 展 提 供 了 
前 所 未 有 的 机 遇 和 动力 ,也 提出 了 更 多 的 问题 和 更 高 的 要 求 . 解决 这 些 问 题 的 关键 就 是 
知识 和 技术 的 创新 . 因此 ,作为 计算 机 科学 技术 的 支撑 学 科 之 一 的 离散 数学 正 变 得 日 益 
重要 . 离散 数学 是 现代 数学 的 重要 分 支 ,是 研究 离散 量 的 结构 及 相互 关系 的 学 科 , 它 在 
计算 机 理论 研究 及 软 、 硬 件 开发 的 各 个 领域 都 有 着 广泛 的 应 用 . 作为 一 门 重要 的 专业 
基础 课 ,通过 离散 数学 的 教学 ,不 仅 能 为 学 生 的 专业 课 学 习 及 将 来 从 事 的 软 、 硬 件 开发 
和 应 用 研究 打下 坚实 的 基础 ,同时 也 有 助 于 培养 他 们 的 抽象 思维 .严格 的 逻辑 推理 和 
创新 能 力 . 

《离散 数学 ) 一 书 自从 1992 年 2 月 由 清华 大 学 出 版 社 作 为 “全 国 计 算 机 软件 专业 技术 资 
格 ( 水 平 ) 考 试 系列 教材 ”出 版 以 来 ,已 历经 7 年 . 由 于 它 取 材 适度 、 概 念 清楚 ,讲解 翔实 、 通 俗 
易 读 、 既 适合 教学 也 便于 自学 的 特点 ,也 由 于 它 “ 着 重 于 基本 概念 的 论述 和 应 用 ,而 不 重 于 定 
理 证 明 ” 的 风格 而 受到 读者 的 欢迎 和 好 评 . 这 本 书 不 仅 被 广大 参加 软件 水 平 考 试 培训 的 人 员 
使 用 ,同时 也 被 许多 高 校 选 作 计算 机 或 相关 专业 本 科 生 的 教材 . 

作为 第 二 版 ,本 书 保留 了 原 书 的 体系 、 风 格 和 6 个 部 分 的 基本 内 容 , 即 中 数理 逻辑 ; 
@ 集 合 论 ; @ 代 数 结构 ; @ 图 论 ; @ 组 合 分 析 初 步 ; @ 形 式 语言 与 自动 机 初步 . 同时 ,为 了 
适应 专科 教育 的 要 求 ,与 第 一 版 相 比 ,除了 对 原 书 中 的 错误 和 政 漏 之 处 进行 订正 以 外 ,还 在 
以 下 几 个 方面 进行 了 修订 . 

(1) 对 原 书 的 习题 进行 了 调整 和 充实 . 个别 章 节 更 新 了 某 些 习题 ,而 对 大 部 分 章节 补充 
了 难度 适当 、 风 格 多 样 ,覆盖面 较 广 的 习题 . 

(2) 删 去 了 原 书 中 关于 习题 的 提示 或 解答 的 内 容 . 为 了 更 好 地 帮助 初学 者 、 特 别 是 自学 
者 掌握 离散 数学 的 主要 概念 及 解 题 方 法 与 技巧 ,与 本 书 配 套 出 版 了 《离散 数学 题解 》 在 题解 
中 按 章 给 出 内 容 提要 、 解 题 要 求 .习题 和 解答 ,并 结合 习题 针对 一 些 普遍 性 的 分 析 方 法 、 解 题 
技巧 .求解 步骤 和 规范 ,以 及 应 该 避免 的 错误 进行 了 详尽 的 论述 . 

在 以 上 的 修订 工作 中 ,数理 逻辑 与 图 论 ( 第 1.2.7.8.9 章 ) 由 耿 素 云 完 成 ;集合 论 .代数 
结构 与 组 合 分 析 初 步 ( 第 3、4、5、6、10 章 ) 由 届 婉 玲 完 成 ;形式 语言 与 自动 机 初步 (第 11 章 ) 
由 张 立 昂 完成 . 

本 书 既 可 以 作为 计算 机 及 相关 专业 本 科 生 的 教材 ,也 可 以 作为 计算 机 软件 专业 水 平 考 
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试 的 参考 教材 ,同时 适合 于 从 事 计算 机 软 、 硬 件 开 发 和 应 用 的 科学 技术 人 员 使 用 . 根据 多 年 
的 教学 经 验 , 作 为 本 科 生 教材 ,本 书 可 在 120 学 时 内 讲授 完毕 . 
最 后 ,我们 诚 妨 欢迎 广大 读者 对 本 书 批评 和 指正 . 


作者 
1999 年 2 月 


有 “| 目 二 证 二 斌 二 
三 月 唉 六 襄 


本 书 是 根据 "计算 机 专业 技术 资格 和 水 平 考试 大 纲 ” 的 要 求 编写 的 ,是 “全 国 计 算 机 软件 
专业 技术 资格 和 水 平 考试 系列 教材 "之 一 , 它 是 高 级 程序 员 级 和 系统 分 析 员 级 的 离散 数学 教 
材 . 离散 数学 是 现代 数学 的 重要 分 支 , 是 计算 机 科学 理论 的 基础 . 本 书 共 含 6 个 方面 的 内 容 : 
中 数理 逻辑 ; 加 集合 论 ; 加 代数 结构 ; 由 图 论 ; 回 组合 分 析 初 步 ; @ 形 式 语言 与 自动 机 
初步 . 

数理 逻辑 与 图 论 ( 第 1.2、7、8、9 章 ) 由 耿 素 云 编写 ;集合 论 .代数 结构 组 合 分 析 初 步 (第 
3.4.5.6.10 章 ) 由 届 婉 玲 编写 ;形式 语言 与 自动 机 初步 (第 11 章 ) 由 张 立 昂 编 写 . 

根据 资格 和 水 平 考试 的 特点 ,本 书 着 重 于 基本 概念 的 论述 和 应 用 ,而 不 着 重 于 定理 的 证 
明 . 每 章 均 给 出 了 典型 的 题 例 分 析 , 并 配置 了 相当 数量 的 习题 ,书后 给 出 了 大 部 分 习题 的 提 
示 或 解答 . 本 书 不 仅 是 函授 的 教材 ,便于 考生 复习 与 自学 ,而 且 也 可 供 计 算 机 软件 人 员 学 习 
与 参考 . 

由 于 作者 水 平 所 限 , 书 中 难免 有 不 妥 或 错误 之 处 ,县 请 读者 指正 . 


编 者 
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数理 逻辑 是 用 数学 方法 来 研究 推理 的 形式 结构 和 推理 规律 的 数学 学 科 . 它 与 数学 的 其 
他 分 支 .计算 机 科学 \ 人 工 智 能 .语言 学 等 学 科 均 有 密切 的 联系 ,并 且 日 益 显示 出 它 的 重要 作 
用 和 更 加 广泛 的 应 用 前 景 . 数理 逻辑 的 内 容 相 当 丰 富 . 本 书 只 介绍 命题 逻辑 和 一 阶 逻 辑 
(谓词 逻辑 ?的 逻辑 演算 . 对 数理 逻辑 感 兴趣 的 读者 ,可 参阅 有 关 专著 . 


1.1 命题 符号 化 及 联结 词 


数理 逻辑 研究 的 中 心 问题 是 推理 ,而 推理 的 前 提 和 结论 都 是 表达 判断 的 陈述 句 . 因而 ， 
表达 判断 的 陈述 句 构 成 了 推理 的 基本 单位 于是, 称 能 判断 真 假 的 陈述 句 为 命题 , 这 种 陈 
述 句 的 判断 只 有 两 种 可 能 ,一 种 是 正确 的 判断 ,一 种 是 错误 的 判断 . 称 判断 为 正确 的 命题 的 
真 值 (或 值 ) 为 真 , 称 判 断 为 错误 的 命题 的 真 值 为 假 ,因而 又 可 以 称 命题 是 具有 了 唯一 真 值 的 陈 


述 句 . 
例 1.1 判断 下 列 句子 中 哪些 是 命题 . 
(1) 2 是 素数 . 
(2) 雪 是 黑色 的 . 
(3) 2 十 3 一 5. 


(4) 明年 10 月 1 日 是 晴天 . 

(5) 3 能 被 2 整除 . 

(6) 这 条 花 多 好 看 呀 ! 

(7) 明天 下 午 有 会 吗 ? 

(8) 请 关上 门 ! 

(9) z+y>5. 

(10) 存在 地 球 外 的 星球 上 也 有 生命 . 

解 在 这 10 个 句子 中 ,(6) 是 感叹 句 ,(7) 是 疑问 句 ,(8) 是 祈 使 句 , 这 3 句 话 都 不 是 陈述 
句 , 当 然 它们 都 不 是 命题 . 其 余 的 7 个 句子 都 是 陈述 句 ,但 (9) 不 是 命题 ,因为 它 没有 确定 的 
真 值 . 当 z==6,y 二 7 时 ,6 十 7 之 5 正确 ,而 当 xz==1,y 二 2 时 ,1 十 2 之 5 不 正确 . 其余 的 陈述 句 
都 是 命题 . 其 中 (1)、(3) 是 真 命题 ;(2)、(5) 为 假 命 题 ;(4) 的 真 值 虽然 现在 还 不 知道 ,但 到 明 
年 10 月 1 日 就 知道 了 ,因而 是 命题 , 它 的 真 值 是 唯一 的 . 句子 (10) 的 真 值 也 是 唯一 的 ,只 是 
人 们 还 不 知道 而 已 , 随 着 科学 技术 的 发 展 ,其 真 值 会 知道 的 ,因而 它 也 是 命题 . 

从 以 上 的 分 析 可 以 看 出 ,判断 一 个 句子 是 否 为 命题 ,首先 要 看 它 是 否 为 陈述 句 , 然 后 再 
看 它 的 真 值 是 否 是 唯一 的 . 当然 真 值 是 否 唯一 与 人 们 是 否 知 道 它 的 真 值 是 两 回 事 . 

在 例 1. 1 中 给 出 的 6 个 命题 都 是 简单 的 陈述 句 , 都 不 能 分 解 成 更 简单 的 句子 了 , 称 这 样 
的 命题 为 简单 命题 或 原子 命题 . 本 书 中 用 小 写 的 英文 字母 p,g,r,…, pi,gqi,ri,… 表 示 简 单 

本 重活 


命题 , 称 为 命题 符号 化 . 例如 ， 

Pp: 2 是 素数 . 

gq: 雪 是 黑色 的 . 
此 时 ,p 是 真 命题 ,g 是 假 命题 . 

对 于 简单 命题 来 说 , 它 的 真 值 是 确定 的 ,因而 又 称 为 命题 常 项 或 命题 常 元 .上 面 的 p、g 
都 是 命题 常 项 . 

在 例 1.1 中 ,(9) 不 是 命题 ,但 当 给 定 xz 与 y 的 值 后 , 它 的 真 值 也 就 定 下 来 了 ,这 种 真 值 
可 以 变化 的 简单 陈述 句 称 为 命题 变 项 或 命题 变 元 ,命题 变 项 是 取 值 * 真 ”或 “ 假 " 的 变量 ,也 用 
Pq ,pisqisTi，,"… 表 示 . 一 个 符号 ,例如 pp, 它 表示 的 是 命题 常 项 还 是 命题 变 项 ,一 般 由 
上 下 文 来 确定 . 注意 ,命题 变 项 不 是 命题 . 

在 数理 逻辑 中 ,将 命题 的 真 值 也 符号 化 . 一 般 用 1( 或 T) 表 示 “ 真 "(本 书 中 用 1 表示 
真 ) ;用 0( 或 F) 表 示 “ 假 ”( 本 书 中 用 0 表示 假 ). 有 时 也 用 1 表示 真 命题 ;用 0 表示 假 命题 . 

以 上 讨论 的 是 简单 命题 . 在 命题 逻辑 中 ,主要 是 研究 由 简单 命题 用 联结 词 联结 而 成 的 命 
题 , 这 样 的 命题 称 为 复合 命题 . 下 例 给 出 的 命题 均 是 复合 命题 . 

例 1.2 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 3 不 是 偶数 . 

(2) 2 是 素数 和 偶数 . 

(3) 林 芳 学 过 英语 或 日 语 . 

(4) 如 果 角 A 和 和 角 B 是 对 顶 角 , 则 角 A 等 于 角 B. 

解 上 面 4 个 句子 都 是 具有 唯一 真 值 的 陈述 句 ,因而 它们 都 是 命题 , 且 都 是 由 简单 命题 
经 过 联结 词 的 联结 而 形成 的 复合 命题 . (1) 中 命题 也 可 说 成 “3 并 非 是 偶数 ”, 使 用 了 联结 词 
“ 非 > (2) 中 命题 也 可 说 成 “2 是 素数 并 且 也 是 偶数 ”, 使 用 了 联结 词 “ 并 且 ”. (3) 中 使 用 了 联 
结 词 “或 "(4) 中 使 用 了 联结 词 * 如 果 , 则 ”. 除了 以 上 4 个 联结 词 外 ,常用 的 ,特别 是 在 数学 
中 常用 的 联结 词 还 有 “ 当 且 仅 当 ”. 以 上 5 种 联结 词 也 是 自然 语言 中 常用 的 联结 词 , 不 过 在 
自然 语言 中 有 的 联结 词 具有 不 精确 性 . 例如 ,联结 词 “或 ", 有 时 具有 相 容 性 ,有 时 具有 排斥 
性 . 可 是 在 数理 逻辑 中 不 允许 这 种 二 义 性 的 存在 ,因而 对 联结 词 必须 给 出 精确 的 定义 . 另 
外 ,为 了 书写 和 推演 的 方便 ,必须 将 联结 词 符号 化 . 下 面 给 出 5 种 常用 联结 词 的 符号 表示 及 
相应 复合 命题 的 严格 定义 . 

定义 1.1 设 p 为 任 一 命题 .复合 命题 “ 非 p”( 或 “p 的 否定 ”) 称 为 p 的 否定 式 , 记 作 
了 Pp， 一 为 否定 联结 词 . mp 为 真 当 且 仅 当 p 为 假 . 

在 例 1.2(1) 中 , 设 p 表示 “3 是 偶数 ”, 则 一 p 表示 “3 不 是 偶数 ". 显然 ,p 的 真 值 为 0， 
?pz 的 真 值 为 1. 

定义 1.2 设 p.g 为 两 命题 .复合 命题 *p 并 且 g”( 或 “p 和 g”) 称 作 p 与 g 的 合 取 式 , 记 
作 pAg.， 人 为 合 取 联结 词 . pg 为 真 当 上 是 仅 当 p 与 g 同时 为 真 . 

在 例 1.2(2) 中 ,用 p 表示 “2 是 素数 ”,g 表示 “2 是 偶数 ”, 则 pAg 表示 “2 是 素数 和 侦 
数 ”, 由 于 pg 的 真 值 均 为 1, 所 以 pAg 的 真 值 也 为 1. 

2 与 q 的 合 取 表达 的 逻辑 关系 是 p 与 g 两 个 命题 同时 成 立 , 因 而 自然 语言 中 常用 的 联 
结 词 “ 既 ee 又 ”不仅 oesese 而 且 …… ”,“ 虽 然 ae 但 是 aaa ”等 ,都 可 以 符号 化 为 人 ,请 


看 下 例 . 

例 1.3 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 李 平 既 聪明 又 用 功 . 

(2) 李 平 虽然 聪明 ,但 不 用 功 . 

(3) 李 平 不 但 聪明 ,而且 用 功 . 

(4) 李 平 不 是 不 聪明 ,而 是 不 用 功 . 

解 用 pp 表示 “ 李 平 聪 明 ”,g 表示 “ 李 平 用 功 ”, 则 (1)、(2)、(3)、(4) 分 别 符号 化 为 p 人 gq、 
PA7mq.pAg 和 (np) Andq. 以 上 4 个 复合 命题 全 用 了 联结 词 和 人. 但 不 能 见 到 “和 ”“ 与 ”就 
用 “A”. 例如 ,“ 李 文 与 李 武 是 兄弟 ”,“ 王 芳和 陈 兰 是 好 朋友 ”, 这 两 个 命题 中 分 别 有 “ 和 ”及 
“与 ? 字 , 可 是 它们 都 是 简单 命题 而 不 是 复合 命题 ,因而 ,分 别 符号 化 为 pg 即 可 . 

定义 1.3 设 p.g 为 两 命题 .复合 命题 “p 或 g” 称 作 p 与 q 的 析 取 式 , 记 作 pVg. V 为 析 
取 联 结 词 . p Vg 为 真 当 且 仅 当 p 与 q 中 至 少 一 个 为 真 . 

由 定义 不 难看 出 , 析 取 式 pVg 表示 的 是 一 种 相 容 性 或 , 即 允 许 p 与 g 同时 为 真 . 例如 ， 
“ 王 燕 学 过 英语 或 法 语 ”, 可 符号 化 为 pVg, 其 中 p 为“ 王 燕 学 过 英语 ”,g 为 “ 王 燕 学 过 法 语 ”， 
当 p 为 真 q 为 假 ,p 为 假 g 为 真 ,以 及 pp 与 g 同时 为 真 时 ,pVg 均 为 真 . 

可 是 在 自然 语言 中 的 “或 "具有 二 义 性 ,有 时 有 相 容 性 ( 称 作 相 容 或 ), 有 时 是 不 相 容 的 
( 称 作 排 斥 或 ). 例如 , 设 p 表示 “ 派 小 王 去 开会 ”,g 表示 “ 派 小 李 去 开会 ”, 那 么 “ 派 小 王 或 小 
李 去 开会 ”不 能 符号 化 为 pVg, 因 为 这 里 的 意思 是 派 他 们 两 人 中 的 一 人 去 开会 ,这 个 “或 " 表 
达 的 是 排斥 或 .可 以 借助 于 联结 词 一 、 和 人 、V 来 表达 这 种 排斥 或 , 即 符号 化 为 (pq)V(-p 
Ag) ,或 (pVg) A (pAg). 

定义 1.4 设 p.g 为 两 命题 .复合 命题 “如 果 p, 则 gq” 称 作 p 与 g 的 蕴涵 式 , 记 作 pg， 
称 p 为 强 涵 式 的 前 件 ,g 为 列 涵 式 的 后 件 . ~ 称 作 列 涵 联 结 词 . p>g 为 假 当 且 仅 当 p 为 真 且 
9 为 假 . 

pg 表示 的 基本 逻辑 关系 是 ,q 是 p 的 必要 条 件 , 或 p 是 gq 的 充分 条 件 . 因此 ,复合 命 
题 “ 只 要 jp 就 g”“p 仅 当 gq”,“ 只 有 g 才 p” 等 ,都 可 以 符号 化 为 p>g 的 形式 . 

在 使 用 蕴涵 联结 词 时 ,除了 注意 其 表示 的 基本 人 逻辑 关系 外 ,还 应 注意 两 点 : 其 一 ,在 自 
然 语 言 中 ,“ 如 果 p, 则 gq” 中 的 p 与 q 往往 有 某 种 内 在 的 联系 ,但 在 数理 逻辑 中 p>g 中 的 p 
与 g 不 一 定 有 什么 内 在 联系 . 其 二 ,在 数学 中 ,“ 如 果 p, 则 gq” 往往 表示 前 件 p 为 真 ,后 件 g 
为 真 的 推理 关系 ,但 在 数理 逻辑 中 ,当前 件 p 为 假 时 ,p>g 为 真 . 其实, 在 日 常生 活 中 也 会 
用 到 这 一 点 . 例如 ,小 张 发 扳 说 :“ 如 果 太 阳 从 西边 升 起 ,我 就 不 姓 张 . ”这 句 话 永远 是 对 的 ， 
因为 前 件 为 假 , 小 张 不 会 有 改姓 的 担忧 . 

为 了 掌握 蕴涵 联结 词 的 逻辑 关系 及 应 用 中 应 注意 的 事项 ,请 看 下 例 . 

例 1.4 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 只 要 天 不 下 十 ,我 就 骑 自行 车 上 班 . 

(2) 只 有 天 不 下 雨 , 我 才 骑 自行 车 上 班 . 

(3) 车 2 十 2 二 4, 则 太阳 从 东方 升 起 . 

(4) 若 2 十 2 了 4, 则 太阳 从 东方 升 起 . 

(5) 车 2 十 2 二 4, 则 太阳 从 西方 升 起 . 


(6) 车 2 十 2 隆 4, 则 太阳 从 西方 升 起 . 

解 ” 先 分 析 (1)、(2). 令 p: 天 下 雨 ;q: 我 骑 自 行车 上 班 . 

(1) 中 ,=p 是 g 的 充分 条 件 ,因而 符号 化 为 -p>g. 在 (2) 中 , " 户 是 9 的 必要 条 件 ,因而 
应 符号 化 为 gq 一 p. 在 使 用 蕴涵 联结 词 时 ,一 定 要 认真 分 析 蕴 涵 式 的 前 件 与 后 件 ,然后 组 成 
蕴涵 式 . 另外 还 应 注意 同一 命题 的 各 种 等 价 说 法 . 例如 ,除非 天 下 雨 ,否则 我 就 骑 自行 车 上 
班 ” 与 (1) 是 等 价 的 .“ 如 果 天 下 雨 ,我 就 不 骑 自 行车 上 班 ” 与 (2) 是 等 价 的 . 

再 分 析 (3) 一 (6). 设 :2 十 2 一 4.g: 太阳 从 东方 升 起 . ~: 太阳 从 西方 升 起 . 则 (3)、(4)、 
(5)、(6) 分 别 符号 化 为 p>q、 了 pq、.pr、-p>r. 在 这 些 蕴 涵 式 中 ,前 件 与 后 件 之 间 无 内 在 联 
系 .由 于 p,q\r 的 真 值 均 知道 ,由 定义 可 知 ,上 面 4 个 蕴涵 式 的 真 值 分 别 为 1.1.0、1. 

定义 1.5 设 p.g 为 两 命题 .复合 命题 “p 当 且 仅 当 gq” 称 作 p 与 g 的 等 价 式 , 记 作 pg. 
僵 称 作 等 价 联结 词 . p>g 真 当 且 仅 当 p、g 真 值 相同 . 

等 价 式 prq 所 表达 的 逻辑 关系 是 , 记 与 9 互 为 充分 必要 条 件 . 只 要 p 与 g 的 真 值 同 为 
真 或 同 为 假 ,pg 的 真 值 就 为 真 ,否则 pq 的 真 值 为 假 , 请 看 下 例 . 

例 1.5 分 析 下 列 各 命题 的 真 值 . 

(1) 2 十 2 一 4 当 且 仅 当 3 是 奇数 . 

(2) 2 十 2 一 4 当 且 仅 当 3 不 是 奇数 . 

(3) 2 十 2 天 4 当 且 仅 当 3 是 奇数 . 

(4) 2 十 2 天 4 当 且 仅 当 3 不 是 奇数 . 

(5) 两 圆 的 面积 相等 当 且 仅 当 它们 的 半径 相等 . 

解 设 p: 2 十 2 二 4,g: 3 是 奇数 , 则 pg 都 是 真 命题 . (1)、(2)、(3)、(4) 分 别 符号 化 为 
pordg po ndq、 pe mp gq 由 定义 可 知 ,prq 和 了 pg 的 真 值 为 1, 而 p> 了 gq 和 
-pg 的 真 值 为 0. 

在 (5) 中 ,由 于 两 圆 的 面积 相等 与 它们 的 半径 相等 同 为 真 或 同 为 假 ,所 以 该 命题 为 真 . 

以 上 介绍 了 5 种 常用 联结 词 ,在 命题 逻辑 中 也 称 作 真 值 联结 词 或 过 辑 联结 词 . 可 用 这 
些 联结 词 将 各 种 各 样 的 复合 命题 符号 化 . 基本 步骤 如 下 . 

(1) 分 析出 各 简单 命题 ,将 它们 符号 化 . 

(2) 使 用 合适 的 联结 词 ,把 简单 命题 逐个 联结 起 来 ,组 成 复合 命题 的 符号 化 表示 .必要 
时 ,可 以 添加 圆 括号 , 圆 括号 一 定 要 成 对 出 现 . 

例 1.6 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 小 王 是 游泳 冠军 或 百 米 赛跑 冠军 . 

(2) 小 王 现在 在 宿舍 或 在 图 书馆 里 . 

(3) 选 小 王 或 小 李 中 的 一 人 当班 长 . 

(4) 如 果 我 上 街 ,我 就 去 书店 看 看 ,除非 我 很 累 . 

(5) 王 一 乐 是 计算 机 系 的 学 生 ,他 生 于 1968 年 或 1969 年 ,他 是 三 好 学 生 . 

解 ”各 命题 符号 化 如 下 . 

(1) pVq, 其 中 p: 小 王 是 游泳 冠军 ,gq: 小 王 是 百 米 赛跑 冠军 . 

(2) 这 里 的 “或 "是 排斥 或 ,但 因 小 王 在 宿舍 与 在 图 书馆 不 能 同时 发 生 , 因 而 也 可 符号 化 
为 pVg. 其 中 ,p: 小 王 在 宿舍 . gq: 小 王 在 图 书馆 . 
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(3) 这 里 的 “或 ”也 为 排斥 或 . 设 p: 选 小 王 当班 长 . gq: 选 小 李 当 班长 . 因为 p 与 g 可 同 
时 为 真 ,所 以 应 符号 化 为 (p 人 -gq)V( -pAg); 而 不 应 符号 化 为 p Vg. 

在 使 用 析 取 联结 词 时 ,首先 应 分 析 表 达 的 是 相 容 或 还 是 排斥 或 . 若是 相 容 或 ,以 及 p、g 
不 能 同时 为 真 的 排斥 或 , 均 可 直接 符号 化 为 p Vg 的 形式 . 如 果 是 排斥 或 ,并 且 p 与 q 可 同时 
为 真 , 就 应 符号 化 为 (pA 人 -=g)V( 了 pAg) 的 形式 . 

(4) -=-r>(p>gq). 其中,p: 我 上 街 .q: 我 去 书店 看 看 .7: 我 很 累 . 

此 句 中 的 联结 词 “除非 ?相当 于 “如 果 不 …… ”的 意思 ,因而 -x 可 看 成 p>g 的 前 件 . 其 
实 ,此 命题 也 可 以 叙述 为 “如 果 我 不 累 并 且 我 上 街 , 则 我 就 去 书店 看 看 ”, 因 而 也 可 以 符号 化 
为 (~rAp)>q. 后 面 将 会 看 到 这 两 个 形式 是 等 值 的 . 

(5) pAlgVr)As. 其 中 ,p: 王 一 乐 是 计算 机 系 的 学 生 . g: 他 生 于 1968 年 .~: 他 生 于 
1969 年 .s: 他 是 三 好 学 生 . 

联结 词 符 也 称 为 逻辑 运算 符 . 它们 与 普通 数 的 运算 符 一 样 ,在 运算 时 有 优先 级 . 规定 
优先 级 的 顺序 为 =, 人 ,V ,一 ,*. 若 有 括号 ,先进 行 括号 中 的 运算 . 对 相同 的 联结 词 按 从 左 
到 右 顺 序 运算 . 


1.2 命题 公式 及 分 类 


在 1.1 节 中 ,介绍 了 5 种 常用 的 联结 词 及 由 它们 组 成 的 基本 复合 命题 : -p、pAg、pVg、 
pq、p™q, 其 中 pg 为 简单 命题 , 即 命题 常 项 . 当然 由 这 5 种 联结 词 和 多 个 命题 常 项 可 以 
组 成 更 复杂 的 复合 命题 . 若 在 复合 命题 中 ,p、g、r 等 不 仅 可 以 代表 命题 常 项 ,还 可 以 代表 命 
题 变 项 ,这 样 组 成 的 复合 命题 形式 称 为 命题 公式 . 抽象 地 说 ,命题 公式 是 由 命题 常 项 、 命 题 
变 项 联结 词 .括号 等 组 成 的 符号 串 . 但 并 不 是 由 这 些 符 号 任意 组 成 的 符号 串 都 是 命题 公式 ， 
因而 ,必须 给 出 命题 公式 的 严格 定义 . 

定义 1.6 (1) 单个 命题 变 项 p,q,r,… ,pi;,q;,r;，… 是 合式 公式 . 

(2) 如 果 A 是 合式 公式 , 则 ( -A) 也 是 合式 公式 . 

(3) 如 果 A、B 是 合式 公式 , 则 (AAB) (AVB)、 CA-~B)、(A>B) 也 是 合式 公式 . 

(4) 只 有 有 限 次 地 应 用 (1) 一 (3) 组 成 的 符号 串 才 是 合式 公式 . 

在 命题 逻辑 中 合式 公式 又 称 为 命题 公式 ,简称 为 公式 . 

为 方便 起 见 ,规定 ("A) (CAAB) 等 的 外 层 括号 可 以 省 去 . 在 公式 的 定义 中 ,A、B 等 符 
号 代表 任意 的 命题 公式 ,在 以 下 的 定义 中 均 有 类 似 的 用 法 . 

根据 定义 , "(pVg)、p 阅 (gr)、(p Agq)>r 等 都 是 命题 公式 ,而 pg 悦 r、m"pV>r 等 都 
不 是 命题 公式 . 

今后 在 公式 中 也 可 以 出 现 1 和 0, 此 时 ,把 1 看 作 某 个 恒 取 1 的 公式 (如 户 V”zp) 的 缩 
写 ,把 0 看 作 某 个 恒 取 0 的 公式 (如 pV-p) 的 缩写 . 

下 面 给 出 命题 公式 层次 的 定义 . 

定义 1.7 (1) 若 A 是 单个 命题 ( 常 项 或 变 项 ) , 则 称 A 是 0 层 公 式 . 

(2) 称 A 是 nn 十 1(n 宇 0) 层 公式 是 指 A 符合 下 列 情况 之 一 . 

@ A= -~-B,B 是 n 层 公式 . 

@ A 二 BAC, 其 中 B.C 分 别 为 i 层 和 j 层 公式 , 且 nn 二 max(i,j). 


@ A 二 BVC, 其 中 B.C 的 层次 同 @. 

@ A=B>C, 其 中 B.C 的 层次 同 @. 

@@ A=BemC, 其 中 B.C 的 层次 同 @. 
定义 中 的 符号 “二 ”为 通常 意义 下 的 等 号 ,以 下 再 出 现时 意义 相同 . 

由 定义 可 看 出 , "pVg、pAqAr、"(mpAg) 司 (rVs) 分 别 为 2 层 、2 层 、4 层 命题 公式 . 

一 个 含有 命题 变 项 的 命题 公式 的 真 值 是 不 确定 的 ,只 有 对 它 的 每 个 命题 变 项 用 指定 的 
命题 常 项 代替 后 ,命题 公式 才 变 成 命题 ,其 真 值 也 就 唯一 确定 了 . 例如 ,命题 公式 (p Ag) 一 r 
中 , 若 指定 为 “2 是 素数 ”,g 为 “3 是 奇数 ”,r 为 “4 能 被 2 整除 ”, 则 (pAg) 一 r 变 成 真 命题 . 
车 p.g 的 指定 同 前 ,而 > 为 “3 能 被 2 整除 ”, 则 (pAg) 一 r 就 变 成 假 命题 了 . 给 命题 变 项 指定 
一 个 代替 的 命题 常 项 ,实际 上 就 是 给 命题 变 项 指定 一 个 真 值 ,1 或 0. 

一 般 地 ,对 一 个 命题 公式 的 解释 或 赋值 定义 如 下 . 

定义 1.8 设 A 为 一 命题 公式 ,pi,ps，…,p, 为 出 现在 A 中 的 所 有 的 命题 变 项 . 给 户 ， 
ps，… ,pp 指定 一 组 真 值 , 称 为 对 A 的 一 个 赋值 或 解释 . 若 指定 的 一 组 值 使 A 的 值 为 真 , 则 
称 这 组 值 为 A 的 成 真 赋值 ; 若 使 A 的 值 为 假 , 则 称 这 组 值 为 A 的 成 假 赋值 . 

若 命题 公式 A 中 含 命题 变 项 pi ,ps，…,p, ,将 赋值 pi 二 ,ps 二 as，…,p, 二 a,, 记 作 
ao…a ,其 中 人 (1 委 i 迄 四) 为 0 或 1. 若 命 题 变 项 为 p,qg,7,…, 则 赋值 a1as… 是 按 字典 顺序 
给 它们 赋值 , 即 2 三 ,gq 二 az ,r= 二 as,…. 例如 ,公式 A==(pAg) 习 r,110(p 二 1,g 二 1,r 二 0) 为 
A 的 成 假 赋值 ,111、011、010 等 是 A 的 成 真 赋值 . 

含 个 命题 变 项 的 命题 公式 共有 2" 组 赋值 .将 命题 公式 A 在 所 有 赋值 之 下 取 值 的 情 
况 列 成 表 , 称 为 A 的 真 值 表 . 构造 真 值 表 的 具体 步 又 如 下 . 

(1) 找 出 命题 公式 中 所 含 的 所 有 命题 变 项 pi ,ps,，… ,ps( 若 无 下 角 标 就 按 字典 顺序 
给 出 ). 

(2) 按 从 低 到 高 的 顺序 写 出 各 层次 . 

(3) 列 出 所 有 可 能 的 赋值 . 从 00…0(n 位 ) 开 始 ,每 次 加 1, 直 到 11…1 为 止 . 

(4) 对 应 每 个 赋值 ,计算 命题 公式 各 层次 的 值 ,直到 最 后 计算 出 命题 公式 的 值 . 

例 1.7 求 下 列 命 题 公式 的 真 值 表 . 

C(I) pM Vr 

(2) (p \(p™>q))—>gq. 

(3) (pp 一 dg) Mg. 

解 表 1-1,. 表 1-2. 表 1-3 分 别 为 (1)、(2)、(3) 的 真 值 表 . 由 表 1-1 可 知 ,100.110、111 
是 (1) 的 成 真 赋值 ,其 余 的 都 是 成 假 赋值 .由 表 1-2 可 知 ,(2) 无 成 假 赋值 . 由 表 1-3 可 知 ,(3) 
无 成 真 赋值 . 

根据 在 各 种 赋值 下 的 取 值 情 况 ,可 将 命题 公式 分 为 3 类 ,定义 如 下 . 

定义 1.9 设 A 为 一 个 命题 公式 . 

(1) 若 A 在 所 有 赋值 下 取 值 均 为 真 , 则 称 A 为 重 言 式 或 永 真 式 . 

(2) 若 A 在 所 有 赋值 下 取 值 均 为 假 , 则 称 A 为 矛盾 式 或 永 假 式 . 

(3) 若 A 至 少 存在 一 组 成 真 赋值 , 则 称 A 是 可 满足 式 . 

由 定义 可 知 , 重 言 式 一 定 是 可 满足 式 ,但 反之 不 真 . 
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淋 


p gq 六 -rr GVmr pA(gVmr) 
0 0 0 i 1 0 

0 0 i 0 0 0 

0 0 1 0 

0 1 1 0 和 0 

1 0 0 1 1 1 

1 0 0 0 0 

1 1 0 i | T 

1 1 1 0 1 | 
表 1-2 

p gq pq pA(p™>q) (pA(p™Yq)) >q 
0 0 1 0 Y 

0 I 0 

0 0 0 和 

1 1 1 ] 

表 1-3 

p gq pq (p>g) "(p> Ng 
0 0 L 0 0 

0 1 0 0 

1 0 0 0 

1 I 1 0 0 


给 定 一 个 命题 公式 ,判断 其 类 型 的 一 种 方法 是 利用 命题 公式 的 真 值 表 . 若 真 值 表 最 后 
一 列 全 为 1, 则 这 个 命题 公式 为 重 言 式 ; 若 最 后 一 列 全 为 0, 则 这 个 命题 公式 为 矛盾 式 ; 若 最 
后 一 列 既 有 0 又 有 1, 则 这 个 命题 公式 为 非 重 言 式 的 可 满足 式 . 在 例 1.7 中 ,由 真 值 表 可 知 ， 
(1) 为 可 满足 式 ; (2) 为 重 言 式 ; (3) 为 矛盾 式 . 下 两 节 还 将 给 出 判断 命题 公式 类 型 的 其 他 
方法 . 

nn 个 命题 变 项 的 真 值 表 实 际 上 是 给 出 {10.1)" 到 {0,1) 的 一 个 对 应 关系 ,这 就 是 真 值 
函数 . 

定义 1.10 一 个 n(n 三 1) 阶 笛 卡 儿 积 10,1)” 到 (0,1}) 的 函数 称 为 一 个 元 真 值 函 数 . 
nn 元 真 值 函 数 下 记 为 F: {0,1)" 一 {0,1}. 

nn 个 命题 变 项 ,共有 2" 个 可 能 的 赋值 . 对 于 每 个 赋值 , 真 值 函 数 的 函数 值 非 0 即 1. 于 是 
个 命题 变 元 共 可 以 形成 2” 个 不 同 的 真 值 函 数 . 每 个 真 值 函 数 对 应 一 个 真 值 表 ( 只 看 最 后 
一 列 , 不 计 中 间 的 计算 过 程 ) ,也 对 应 无 穷 多 个 命题 公式 ,这 些 公式 彼此 都 是 等 值 的 ,它们 中 
的 每 一 个 都 是 这 个 真 值 函数 的 一 个 表达 形式 . 


@ ”关于 笛 卡 儿 积 和 函数 的 记 法 ,请 见 第 4 章 二 元 关系 和 函数 部 分 . 


含 两 个 命题 变 项 pg 的 真 值 函数 共有 16 个 . 表 1-4 中 给 出 了 这 16 个 真 值 函数 ,其 中 
F 对 应 的 命题 公式 都 是 矛盾 式 ,Fis 对 应 的 命题 公式 都 是 重 言 式 ,F: 对 应 pAg 或 与 它 等 值 
的 命题 公式 ,Fs 对 应 "(p>gq) 或 与 其 等 值 的 命题 公式 …… 


表 1-4 

p 9 乓 下 > 下 FE Fs Fe 下 7 Fs 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 1 Ll 吉 
0 0 0 1 0 0 1 上 
1 1 0 1 0 0 和 0 1 
p gq F, Fo Fu Fs Fs Fu Fs Fe 
0 0 1 和 业 1 电 y 
0 1 0 0 0 0 1 1 有 Li 
1 0 0 0 最 1 0 0 , 1 
1 1 0 0 1 0 0 1 

1.3 等 值 演 算 


给 定 n(n 三 了]) 个 命题 变 项 , 按 合 式 公 式 的 形成 规则 可 以 形成 无 穷 多 个 命题 公式 ,而 在 这 
无 穷 多 个 命题 公式 中 ,有 些 具有 相同 的 真 值 表 . 例如 ,n=2 时 ,p>g, -pVg, (pA7g),…， 
这 些 表面 看 来 不 同 的 命题 形式 ,在 所 有 4 个 赋值 00.01、10、11 下 均 有 相同 的 真 值 ,也 就 是 说 
它们 的 真 值 表 最 后 一 列 是 相同 的 . 事实 上 ,n 个 命题 变 项 只 能 生成 2” 个 真 值 不 同 的 命题 公 
式 . 在 n=2 时 ,只 能 生成 2” 一 16 个 真 值 不 同 的 命题 公式 . 这 就 存在 着 如 何 判断 哪些 命题 公 
式 具 有 相同 真 值 的 问题 . 设 A、B 是 均 含 个 命题 变 项 pi ,ps,…,p, 的 命题 公式 ,由 定义 可 
知 , 若 A.B 具有 相同 的 真 值 , 则 AB 恒 真 , 即 A*>B 是 重 言 式 . 

定义 1.11 设 A、B 为 两 命题 公式 , 若 等 价 式 AB 是 重 言 式 , 则 称 A 与 B 是 等 值 的 ， 
记 作 ASSB. 

注意 ,定义 中 引进 的 符号 “后 " 不 是 联结 词 符 , 它 只 是 当 A 与 B 等 值 时 的 一 种 简便 记 法 . 
千 万 不 能 将 “全 "与 “全 ”和 “一 ”混为一谈 . 

根据 定义 判断 两 命题 公式 是 否 等 值 可 用 真 值 表 法 . 设 A、B 为 两 命题 公式 ,由 定义 判断 
A 与 B 是 否 等 值 ,应 判断 AB 是 否 为 重 言 式 ,车 A**B 的 真 值 表 最 后 一 列 全 为 1, 则 A>B 
为 重 言 式 , 因 而 A 今 B. 而 最 后 一 列 全 为 1 当 且 仅 当 在 所 有 赋值 之 下 ,A 与 B 的 真 值 相同 , 因 
而 判断 A 与 B 是 否 等 值 等 价 于 判断 A 、B 的 真 值 表 是 否 相 同 . 

例 1.8 判断 下 列 命题 公式 是 否 等 值 . 

(1) -(pVg) 与 "pV7'g. 

(2) -pVg) 与 -pA7g. 

解 (1) 由 表 1-5 可 知 ,一 (p Vgq) 与 ~pV”mg 不 等 值 . 

(2) 由 表 1-6 可 知 , “(pVg) 与 "pAmg 是 等 值 的 . 
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p gq 7p 7g pVg "(pVa) "pVg 
0 0 1 1 0 1 1 

0 1 和 0 1 0 

1 0 0 1 型 0 

ii 了 0 0 0 0 

表 1-6 

p 9 7p 7g pVg "(pVg) -pAmg 
0 0 1 1 0 1 ii 

0 1 1 0 1 0 0 

1 0 0 1 0 0 

1 0 0 1 0 0 


下 面 给 出 24 个 重要 的 等 值 式 ,希望 读者 牢记 住 它们 ,它们 在 后 面 要 经 常用 到 . 在 下 面 
的 公式 中 ,A、B、C 仍 代表 任意 的 命题 公式 . 


双重 否定 律 --AOA. 
等 寡 律 AVASA. 
AAASA. 
交换 律 AVBSBVA. 
AABSBAA. 
结合 律 (AVB) VCSAV(BVOC). 
(AAB) ACSAA(BAC). 
分 配 律 AV(BAOS(AVB) A(AVO). 
AACBVC) 拓 (4AAB) V(AAC). 
德 ，。 摩根 律 -7(AVB)S -A A-B. 
- (AAMB)S -AV-B. 
吸收 律 AV(AAB)SA. 
AA(AVB)SA. 
零 律 AV1S1. 
A A0S0. 
同一 律 AV0OSA. 
AAlSA. 
排 中 律 AV-ASl. 
矛盾 律 A A-ASO. 
蕴涵 等 值 式 A—>BS -AVB. 
等 价 等 值 式 A=BSO(A—>B) A(B—>A). 
假 言 易 位 A—BS -7B— -A. 


等 价 否 定 等 值 式 A~BS "Ae -8B. 


归 廖 论 (A 一 B) A(A— -B)SO -A. 

以 上 等 值 式 都 不 难 用 真 值 表 证 明 . 由 于 A、B、C 代表 的 是 任意 的 命题 公式 ,因而 每 个 公 
式 都 是 一 个 模式 , 它 可 以 代表 无 数 多 个 同类 型 的 命题 公式 .例如 ,pV-p 全 1、(pAg) VCDA 
9) 令 1、7pV-( 一 p) 售 1 等 都 是 排 中 律 的 具体 形式 . 每 个 具体 的 命题 形式 称 为 对 应 模式 的 一 
个 实例 . 可 以 用 上 述 基本 等 值 式 推演 出 更 多 的 等 值 式 . 根据 已 知 的 等 值 式 , 推 演出 与 给 定 
公式 等 值 的 公式 的 过 程 称 为 等 值 演算 . 在 进行 等 值 演算 时 ,还 要 使 用 置换 规则 . 例如, 设 命 
题 公式 为 pA”(qVr) ,根据 德 ，。 摩 根 律 ,可 用 ”Anr 置 换 公 式 中 的 (aoVr) ,使 其 变 成 p 人 
(mq A-7) ,这 样 做 的 根据 是 下 述 的 置换 定理 . 

定理 1.1 设 @(A) 是 含 命题 公式 A 的 命题 公式 ,8B(B) 是 用 命题 公式 B 置换 了 @$(A) 
中 的 A 之 后 得 到 的 命题 公式 . 如 果 A 信 B, 则 B(A) 仿 GB(B). 

证 明 由 于 A 与 B 等 值 ,对 任意 的 赋值 ,A 与 B 的 值 都 相等 ,把 它们 分 别 代 入 B(，)， 
其 结果 当然 也 一 样 ,从 而 B(A) 人 GB(B). 国 

利用 等 值 演算 可 以 验证 两 个 命题 公式 是 否 等 值 , 也 可 以 判别 命题 公式 的 类 型 ,还 可 以 用 
来 解决 许多 实际 问题 . 下 面 举 一 些 等 值 演算 的 例子 . 

例 1.9 验证 下 列 等 值 式 . 

(1) p>(g™>r)SO(p Mg) >r. 

(2) pSO(p Mgq) V(p M7g). 

解 ” 验 证 两 个 命题 公式 等 值 可 以 从 其 中 任 一 个 开始 演算 . 

(1) p>(g™>r) 


STpV(g>r) (蕴涵 等 值 式 ) 
SO TpV( mgVr) (蕴涵 等 值 式 ) 
兮 (DVPndq) Vr (结合 律 ) 

ST(pAg) Vr ( 德 。 摩根 律 ) 
OpAg)>r. (蕴涵 等 值 式 ) 


在 演算 的 每 一 步 中 ,都 用 了 置换 规则 ,因此 在 注释 中 略 去 置换 规则 ,下面 都 如 此 ,不 再 
一 一 说 明 . 


(2) pp 
SpAhl (同一 律 ) 
SOpA(gV7g) ( 排 中 律 ) 
SO(pAg) V(p Amqg). (分 配 律 ) 


在 上 述 演 算 中 ,都 是 从 左边 公式 开始 进行 的 ,读者 可 从 右边 公式 开始 演算 . 
例 1.10 判别 下 列 公 式 的 类 型 . 
(1) gqV-(( mpVg) Ap). 
(2) (pV7p)>((gM7g) Mr). 
(C39 (pO A 
解 (1) gqgV-n((mpVg) Ap) 
SqVn((TpAp)V(gAp)) (分 配 律 ) 
SqgVn"(0V(gAp)) (了 矛盾 律 ) 
5 二 人 二 


SqgV (gMp) (同一 律 ) 


全 0V(mdgVnmD) ( 德 。 摩根 律 ) 
SO(gV7g) Vp (结合 律 ) 
Sl1Vnp ( 排 中 律 ) 
SOL ( 零 律 ) 


由 此 可 知 ,(1) 为 重 言 式 . 
(2) (pV-p)>((gAng) Ar) 


Sl>((gAMmg) Ar) ( 排 中 律 ) 
命 1 一 (0Ar) (矛盾 律 ) 
兮 1 一 0 ( 零 律 ) 
全 0. 


由 此 可 知 ,(2) 为 矛盾 式 . 
(3) (p>q) 人 


S(TpVg) Nnp (蕴涵 等 值 式 ) 
全 pp. (吸收 律 ) 
由 演算 结果 可 知 ,(3) 是 非 重 言 式 的 可 满足 式 ,10、11 是 它 的 成 假 赋值 ,00、01 是 它 的 成 


真 赋值 . 

例 1.11 用 等 值 演算 法 解决 下 面 问题 . 

A、B.C.D 4 人 参加 百 米 竞 赛 . 观众 甲乙 、 丙 预测 比赛 的 名 次 如 下 . 

甲 , C 第 一 ,B 第 二 . 

世 # 尼 第 二 ;了 D 第 三 ; 

两 : A 第 二 ,D 第 四 . 
比赛 结束 后 发 现 甲乙 、 丙 每 人 预测 的 情况 都 是 各 对 一 半 , 试 问 实际 名 次 如 何 ( 假 设 无 并 列 
名 次 )? 

解 ” 设 pi,gi,ri,si 分 别 表示 A 第 i 名 ,B 第 i 名 ,C 第 i 名 ,D 第 i 名 ,i 二 1,2,3,4, 显 然 ， 
Pi,qi,rissi 中 均 各 有 一 个 真 命题 . 由 题 意 可 知 , 要 寻找 使 下 列 3 式 成 立 的 真 命题 : 

@ (ri Anas) V(r Aas ) 兮 1. 

@ (rs Anmss)V(Cnmra 人 ss ) 合 1. 

图 (ps Ms.) VC Tp; As) 全 1. 
由 中 和 四 得 

1S((ri Anqz)V(CnrAdqz))AGCCra Anss)V(Cnmra Ass)) 
Sr Anmgqgs Ar 人 mss) V(m Anmqs Amra 人 ss ) 
VCnmiAa Ar Anss)V(Cnr Adqs Anra 人 ss ). 

由 于 C 不 能 既 第 一 又 第 二 ,又 B 和 C 不 能 都 第 二 , 故 上 式 中 第 一 和 第 三 对 括号 为 0, 于 是 根 
据 同 一 律 可 得 

©@ (ri M7'gs Amrm Nss) VC or Ngs Amrz 人 ss) 合 1. 
又 由 加.@ 得 到 ， 


1S (ps A7'ss Ari Amqs 人 mr Mss) 
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Vp Asy A Nas Mrs Nss) 
V(mps Mss Ar A7gs Amra Mss) 
V(Cnmps Mss Anmr Ngs 人 mr Mss). 
由 于 A.B 不 能 同时 第 二 ,D 不 能 第 三 又 第 四 ,所 以 有 
1 会 加 人 ms4 Mr 人 mgqs 人 mr 人 ss 
Sp 人 md 人 站 人 mr 人 ss 人 一 s4 . 
由 上 式 可 知 i 、ps、ss 是 真 命题 , 即 C 第 一 ,A 第 二 ,D 第 三 ,B 只 能 是 第 四 了 . 


1.4 范 式 


本 节 介 绍 命题 公式 的 标准 型 一 一 主 析 取 范式 和 主 合 取 范式 . 同一 真 值 函 数 所 对 应 的 所 
有 命题 公式 具有 相同 的 标准 型 ,这 为 判断 两 命题 公式 是 否 等 值 以 及 判断 公式 的 类 型 又 提供 
了 一 种 方法 . 
定义 1.12 仅 由 有 限 个 命题 变 项 或 其 否定 构成 的 析 取 式 称 为 简单 析 取 式 . 仅 由 有 限 个 
命题 变 项 或 其 否定 构成 的 合 取 式 称 为 简单 合 取 式 . 
例如 ,PP、 ”ppPVdq.pVndo、 npVqVnr 等 都 是 简单 析 取 式 , 六 ”六 六 人 Ao、” 户 Ad、 ”And 
Ar 等 都 是 简单 合 取 式 . 
从 定义 不 难看 出 以 下 两 点 : 
(1) 一 个 简单 析 取 式 是 重 言 式 , 当 且 仅 当 它 同 时 含 一 个 命题 变 项 及 其 否定 ， 
(2) 一 个 简单 合 取 式 是 矛盾 式 , 当 且 仅 当 它 同时 含 一 个 命题 变 项 及 其 否定 . 
例如 ,简单 析 取 式 pV-pVg 是 重 言 式 . 简单 合 取 式 p 人 -pAg 是 矛盾 式 . 
定义 1.13 仅 由 有 限 个 简单 合 取 式 构成 的 析 取 式 称 为 析 取 范式 , 仅 由 有 限 个 简单 析 取 
式 构 成 的 合 取 式 称 为 合 取 范式 . 
例如 ,pVgV-r, npAndAr,(p Anps Aps)VCnp Aps)V(Cb Aps Anps) 是 析 取 范式 ， 
ppVdayvnry,npAndoAr,(pVnps Vnps)ACnpVps Vps)A(Cp Vnps) 是 合 取 范 式 . 其 中 ,pV 
gq Vr 既是 含 3 个 简单 合 取 式 的 析 取 范式 ,又 是 含 1 个 简单 析 取 式 的 合 取 范式 ; 类 似 地 ， 
了 pAmgAr 既是 含 1 个 简单 合 取 式 的 析 取 范式 ,又 是 含 3 个 简单 析 取 式 的 合 取 范 式 . 
析 取 范式 与 合 取 范式 有 下 列 性 质 : 
(1) 一 个 析 取 范式 是 矛盾 式 , 当 且 仅 当 它 的 每 个 简单 合 取 式 都 是 矛盾 式 ; 
(2) 一 个 合 取 范 式 是 重 言 式 , 当 且 仅 当 它 的 每 个 简单 析 取 式 都 是 重 言 式 . 
给 定 任意 的 命题 公式 ,都 能 通过 等 值 演算 求 出 与 之 等 值 的 析 取 范式 与 合 取 范 式 ,具体 步 
又 如 下 . 
(1) 消去 一 和 >. 
pYqS "pVg, 
prqS( pVg) A(p V7g). 
(2) 否定 号 的 消去 或 内 移 . 
一 2 全 4， 
(pAMg)S mp Vng, 
(pVg)S 7p Mng. 
。 12 。 


(3) 使 用 分 配 律 . 求 析 取 范式 应 该 使 用 “人” 对“V” 的 分 配 律 , 求 合 取 范 式 使 用 “V” 对 
“人 ”的 分 配 律 . 

任 给 一 个 命题 公式 ,经 过 以 上 三 步 演算 ,都 可 得 到 与 它 等 值 的 析 取 范式 或 合 取 范式 . 于 
是 ,得 到 下 述 定理 . 

定理 1.2( 范 式 存 在 定理 ) 任 一 命题 公式 都 存在 与 之 等 值 的 析 取 范式 和 合 取 范 式 . 

不 过 ,命题 公式 的 析 取 范式 和 合 取 范 式 不 是 唯一 的 . 

例 1.12 求 下 面 命 题 公式 的 合 取 范式 和 析 取 范式 . 

((pVO)>n >p. 
解 (1) 求 合 取 范 式 . 
((pVD>N >p 


S(TIpVD VN >p (消去 第 一 个 一 ) 
兮 (mVdq)Vr) Vp (消去 第 二 个 一 ) 
Sn((TpATg) Vr) Vp (一 内 移 ) 
兮 ((” mpVnmnmdq)Anr)Vp (一 内 移 ) 
SO((pVg) 人 mr) Vp ( 盖 消 去 ) 
SO(pVgVp) A( or Vp) (CV 对 和 分 配 律 ) 


SO(pVg) A mr Vp). 
(2) 求 析 取 范 式 . 
前 5 步 是 相同 的 ,在 第 6 步 用 入 对 V 的 分 配 律 就 可 得 到 析 取 范式 . 
((pVD—>n >p 
SO((pVg) 人 nr) Vp 
SO(pAmr) V(gAmr) Vp., (作对 V 分 配 律 ) 
SpV(gAmr). (交换 律 , 吸 收 律 ) 
最 后 两 式 都 是 原 公式 的 析 取 范式 . 
由 于 与 某 一 命题 公式 等 值 的 析 取 范式 与 合 取 范式 的 不 唯一 性 ,因而 析 取 范式 与 合 取 范 
式 不 能 作为 同一 真 值 函 数 所 对 应 的 命题 公式 的 标准 形式 . 为 此 ,进一步 给 出 主 析 取 范式 和 
主 合 取 范式 的 概念 . 
定义 1.14 设 有 ?个 命题 变 项 , 若 在 简单 合 取 式 中 每 个 命题 变 项 与 其 否定 有 且 仅 有 一 
个 出 现 一 次 , 则 这 样 的 简单 合 取 式 称 为 极 小 项 . 在 极 小 项 中 ,命题 变 项 与 其 否定 通常 按 下 角 
标 或 字典 顺序 排列 . 
3 个 命题 变 项 .gr 可 形成 8 个 极 小 项 . 如 果 将 命题 变 项 看 成 1 ,命题 变 项 的 否定 看 成 
0, 则 每 个 极 小 项 对 应 一 个 二 进 制 数 . 这 个 二 进 制 数 正 好 是 该 极 小 项 的 成 真 赋值 . 用 这 个 二 
进 制 数 对 应 的 十 进 制 数 作为 该 极 小 项 符号 的 角 码 . 
8 个 极 小 项 对 应 情况 如 下 : 
pA7Tg Amr 000 记 作 mo; 
pAngAr 001 记 作 ma; 
pMg Amr 010 记 作 xz ; 
pMgAr 011 记 作 ms; 
s 


pATgAmr 100 记 作 ms ; 


pATqAr 101 记 作 ms; 
pAMgAmr 110 记 作 m6; 
pAMgAMr 二 记 作 m1. 


一 般 情况 下 ,n 个 命题 变 项 共产 生 2" 个 极 小 项 ,分 别 记 为 mo symm， ,m2r-1. 

定义 1.15 如 果 公式 A 的 析 取 范式 中 的 简单 合 取 式 全 是 极 小 项 , 则 称 该 析 取 范式 为 A 
的 主 析 取 范 式 . 

定理 1.3 任何 命题 公式 都 有 唯一 的 主 析 取 范式 . 

下 面 给 出 求 主 析 取 范式 的 步骤 ,这 也 就 证 明了 主 析 取 范式 的 存在 性 ,唯一 性 的 证 明 从 
略 . 求 给 定 命题 公式 A 的 主 析 取 范 式 的 步骤 如 下 . 

(1) 求 A 的 析 取 范式 A“. 

(2) 若 A' 的 某 简单 合 取 式 B 中 不 含 命题 变 项 p;, 也 不 含 否 定 -pp;, 则 将 B 展 成 如 下 
形式 : 

BSOBAl1SBA(p; V7pi)SO (BAp) V (BATp;). 
若 B 中 不 含 多 个 这 样 的 p;, 则 同时 合 取 所 有 这 样 的 p; 与 -pi; 的 析 取 . 

(3) 消去 重复 出 现 的 命题 变 项 和 极 小 项 以 及 予 盾 式 , 如 pAp 用 pp 取代 ,pA-p 用 0 取 
代 ,mi Vm; 用 m; 取代 . 

(4) 将 极 小 项 按 下 角 标 由 小 到 大 的 顺序 排列 . 

例 1.13 求 例 1.12 中 给 出 的 命题 公式 的 主 析 取 范 式 . 

解 在 例 1.12 中 已 求 得 原 公 式 的 析 取 范式 pV(q 人 A-r), 它 含 两 个 简单 合 取 式 p 和 
(gA-7). 在 p 中 无 gq 也 无 9, 无 7 也 无 ar 出现, 因而 应 该 用 pA(mgVg)A 人 CarVr) 取 代 p. 
在 (gA-r) 中 无 p 也 无 =p, 因 而 应 该 用 (pVp)A(g 人 -7r) 取 代 (g AA-r)， 然后 展开 得 极 
小 项 . 

((pVao)>n >p 
SpV(gAmr) ( 析 取 范式 ) 
SpA(TqgVg) AC or Vr VC TpVp) Mg Amr) 
SO(pAnqgAmr) Vp AgAmr) Vp AngAr) 
V(pAMgAr)V (mpAgAmr) Vp AgAmr) 
Om Vme Vms Vmr Vm2 Vms 
Sm Vm Vms Vme Vm? 

由 极 小 项 的 定义 可 知 , 上 式 中 ,2、4、5、6、7 的 二 进 制 表示 010、100、101、110、111 为 原 公 
式 的 成 真 赋值 ,而 此 公式 的 主 析 取 范式 中 没 出 现 的 极 小 项 mo za 、ms 的 角 码 0、1、3 的 二 进 
制 表示 000、001、011 为 原 公式 的 成 假 赋 值 . 因而 ,只 要 知道 了 一 个 命题 公式 A 的 主 析 取 范 
式 , 可 立即 写 出 A 的 真 值 表 . 

反之 , 若 知道 了 A 的 真 值 表 , 找 出 所 有 的 成 真 赋值 ,以 对 应 的 十 进 制 数 作为 角 码 的 极 小 
项 即 为 A 的 主 析 取 范式 中 所 含 的 全 部 极 小 项 ,从 而 可 立即 写 出 A 的 主 析 取 范式 . 

例 1.14 试 由 pAgVr 的 真 值 表 ( 见 表 1-7) 求 它 的 主 析 取 范 式 . 

二 六福 


由 表 1-7 可 知 ,001、011、101、110、111 是 原 公 式 的 成 真 赋值 ,因而 以 对 应 的 十 进 制 数 1、 
3、5、6、7 为 角 码 的 极 小 项 mm ms .ms .ms sm 在 pAgVr 的 主 析 取 范 式 中 , 即 
p Mg VreSm Vms Vms Vme Vmr 
类 似 地 ,每 一 个 真 值 函 数 都 给 出 它 所 对 应 的 命题 公式 的 成 真 赋值 ,即使 得 函数 值 等 于 1 
的 所 有 自 变 量 的 取 值 ,以 这 些 成 真 赋值 对 应 的 十 进 制 数 为 脚 码 的 极 小 项 的 析 取 正好 表示 这 
个 真 值 函数 , 它 也 是 这 个 真 值 函 数 所 对 应 的 所 有 公式 的 主 析 取 范式 . 
由 以 上 分 析 可 知 , 主 析 取 范式 有 以 下 用 途 . 


1. 判断 两 命题 公式 是 否 等 值 


由 于 任何 命题 公式 的 主 析 取 范式 都 是 唯一 的 ,因而 车 A 全 B, 说 明 A 与 B 有 相同 的 主 析 
取 范 式 .反之 , 若 A、B 有 相同 的 主 析 取 范式 , 必 有 A 仿 B. 例 如 
pYqS "pVg 
STpA(TqgVg)V(mpVp) Ng 
S(TpAng)V (mpAg)V (pAg) 
Omo Vm Vms, 
pV(pAgD)SO mpA( TqgVg) Vp Ag) 

S(TpATg)V( mpAg)V (pAg) 
Omo Vm Vms, 

所 以 
p™YqS "pV(p Ag). 


2. 判断 命题 公式 的 类 型 


设 A 是 含 n 个 命题 变 项 的 命题 公式 ,A 为 重 言 式 , 当 且 仅 当 A 的 主 析 取 范式 中 含 全 部 
2" 个 极 小 项 . A 为 矛盾 式 , 当 且 仅 当 A 的 主 析 取 范 式 中 不 含 任何 极 小 项 ,此 时 记 A 的 主 析 取 
范式 为 0. 当然 , 若 A 的 主 析 取 范 式 中 至 少 含 一 个 极 小 项 , 则 A 是 可 满足 式 . 

例 1.15 判断 下 列 命题 公式 的 类 型 . 

(1) ~-(p—>g) Ng. 

(2) (pq) ND) >a. 

(3) (p>g) Mg. 

解 (1) (p>q)ANg 

合 7T(TpVg)Ng 
| 


SpAngNg 
0. 
(2) ((p™>q) Ap)—>q 
ST((TpVg) Np)Vg 
ST(TpVg) VipVg 
SO(pA7Tg) VpVg 
SO(pATg) VpA( mqgVg V (mpVp) Ng 
S(TpATq) VmpAg) Vp ATg) Vp Ng) 
Smo Vm Vms Vms 
(3) (p>q)Ng 
SO(TpVg) Ng 
兮 4 
SO(TpAg)V(pAg) 
Sm Vms 
由 以 上 推演 可 知 ,(1) 为 矛盾 式 ,(2) 为 重 言 式 ,(3) 为 非 重 言 式 的 可 满足 式 . 


3. 求 命 题 公 式 的 成 真 和 成 假 赋值 


在 上 例 (3) 中 ,01、11 是 成 真 赋值 ,00、10 是 成 假 赋值 . 

除了 主 析 取 范式 外 ,还 有 其 对 偶 形 式 , 即 主 合 取 范式 . 为 此 先 给 出 极 大 项 的 定义 . 

定义 1.16 设 有 ?7 个 命题 变 项 , 若 在 简单 析 取 式 中 每 个 命题 变 项 与 其 否定 有 且 仅 有 一 
个 出 现 一 次 , 则 这 样 的 简单 析 取 式 称 为 极 大 项 . 

同 极 小 项 类 似 , 在 极 大 项 中 ,命题 变 项 与 其 否定 通常 按 下 角 标 或 字典 顺序 排列 . 2， 个 命 
题 变 项 可 产生 2" 个 极 大 项 ,每 个 极 大 项 对 应 一 个 二 进 制 数 . 这 个 二 进 制 数 正好 是 该 极 大 项 
的 成 假 赋值 ,以 它 对 应 的 十 进 制 数 作 为 该 极 大 项 符号 的 角 码 . 

例如 ,z=3 时 ,有 8 个 极 大 项 ,对 应 的 二 进 制 数 (成 假 赋值 ) 、 角 码 及 名 称 如 下 : 

pVaVr 000, 记 作 Mo ; 


pVgqV™r 001, 记 作 NM ， 
力 VndVr 010, 记 作 M: ; 
轧 VndgVPmr 011, 记 作 Ms: ; 
TpVagVr 100, 记 作 M4; 


-mbVdqVnmr 101, 记 作 Ms ; 

pV7gVr 110, 记 作 Me 

”pyvVndavnr ”111, 记 作 M. 

定义 1.17 如 果 公 式 A 的 合 取 范式 中 的 简单 析 取 式 全 是 极 大 项 , 则 称 该 合 取 范式 为 主 
合 取 范式 . 

定理 1.4 任 一 命题 公式 都 有 唯一 的 主 合 取 范 式 . 

求 命题 公式 A 的 主 合 取 范 式 与 求 主 析 取 范 式 的 步骤 类 似 , 也 是 先 求 出 合 取 范式 A'. 若 
A’ 的 某 简单 析 取 式 B 中 不 含 命题 变 项 p;, 也 不 含 其 否定 -pp;. 则 将 B 展 成 如 下 形式 : 
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BSBVOSGBV(p; A7p)SO(BVp:) A(BVTpi). 
例 1.16 求 pAgVr 的 主 合 取 范 式 . 
解 (pAg) Vr 
SO(pVr)A(gVr) ( 合 取 范 式 ) 
SO(pV(gATg) Vr) A((pATp) Vg Vr) 
SO(pVgVr) A(p Vg Vr) 
A(pVgVr) A(mpVgVr) 
SO(pVgVr) A(p VigqVr) A( mpVagVr) 
SM, 人 AM AM. 
其 实 , 只 要 求 出 了 命题 公式 A 的 主 析 取 范式 ,就 可 以 立即 得 到 主 合 取 范式 ,反之 亦 然 . 
首先 注意 到 极 小 项 与 极 大 项 之 间 的 关系 : 
-mSOM;:, -MOm;. 
设 命题 公式 A 中 含 个 命题 变 项 ,日 设 A 的 主 析 取 范式 中 含 k 个 极 小 项 Mi mi 
mi :， 则 一 A 的 主 析 取 范式 中 必 含 其 余 的 2” 一 & 个 极 小 项 , 设 为 wi ,mj,，……* sn , 即 
ASm Vm, V… Vmjm_, 
AST-"ADTIm, Vm, VVmjm_, ) 
Sm 人 -za A Mmm 
会 Mi AM 人 … 人 Mi ，. 
由 此 可 得 出 由 A 的 主 析 取 范式 求 主 合 取 范 式 的 步骤 如 下 . 
(1) 求 出 A 的 主 析 取 范式 . 
(2) 写 出 以 A 的 主 析 取 范式 中 没 出 现 的 极 小 项 的 角 码 为 角 码 的 极 大 项 . 
(3) 由 这 些 极 大 项 构成 的 合 取 式 即 为 A 的 主 合 取 范 式 . 
例如 ,A 中 含 3 个 命题 变 项 , 主 析 取 范式 为 


ASmo Vm Vms V7z7 


jon—k 


Jan—k 


则 主 合 取 范 式 为 
ASM;: 人 Ms AM, 人 Ms 
反之 ,也 可 以 通过 主 合 取 范式 立即 得 到 主 析 取 范式 . 通过 主 合 取 范式 也 可 以 判断 公式 
之 间 是 否 等 值 ,判断 公式 的 类 型 (注意 重 言 式 的 主 合 取 范式 中 不 含 任何 极 大 项 ,用 1 表示 )， 
求 成 假 赋值 (所 含 极 大 项 角 码 的 二 进 制 表示 ) 等 . 


1.5 联结 词 全 功能 集 


在 一 个 形式 系统 中 ,多 少 个 联结 词 最 “合适 ” 呢 ? 一 般 说 来 ,在 自然 推理 系统 中 ,联结 词 
集中 的 联结 词 可 以 多 些 ,而 公理 系统 中 联结 词 集中 的 联结 词 越 少 越 好 . 但 联结 词 集中 的 联 
结 词 无 论 是 多 些 还 是 少 些 , 它 必须 能 够 具备 表示 所 有 真 值 函数 的 能 力 . 具有 这 样 性 质 的 联 
结 词 集 叫 全 功能 集 . 

定义 1.18 设 $S 是 一 个 联结 词 集合 ,如 果 任 一 真 值 函数 都 可 以 用 仅 含 $ 中 的 联结 词 的 
命题 公式 表示 , 则 称 $ 为 全 功能 集 . 

i 


定理 1.5 {一 ,人 ,V}、{ 一 , 人 }、{ 一 , V}、{ 一, 一} 都 是 联结 词 全 功能 集 . 
证 明 正如 前 面 已 经 指出 的 那样 ,每 一 个 真 值 函数 都 可 以 用 一 个 主 析 取 范式 表示 ,而 主 
析 取 范式 中 只 使 用 联结 词 ", 人 和 V, 故 {”, 人 , V) 是 联结 词 全 功能 集 . 
为 了 证 明 { 一, 人 } 是 全 功能 集 , 只 需 证明 可 以 用 一 和 人 代替 V. 事实 上 ， 
PVgS TpVDSO 7 TpAng), 
故 得 证 { ”, 人 } 是 全 功能 集 . 
类 似 地 , p Ag 号 一 (了 pV-q), 故 {一 ,V) 是 全 功能 集 . 
又 pq 今 了 -pVg, 因 为 {一 ,V} 是 全 功能 集 , 故 {一 ,一 } 也 是 全 功能 集 . 
除 上 面 介绍 的 5 种 基本 联结 词 外 ,下 面 再 给 出 在 逻辑 设计 中 常用 的 2 种 联结 词 . 
定义 1.19 设 p.g 为 两 命题 ,复合 命题 *p 与 g 的 否定 ” 称 为 p 与 q 的 与 非 式 , 记 作 
pq, 即 p 和 gS 一 (pAg). 个 称 作 与 非 联结 词 . 
复合 命题 “p 或 g 的 否定 ” 称 作 p 与 q 的 或 非 式 , 记 作 pyg, 即 pyg 全 (pVg). v4 称 作 
或 非 联结 词 . 
根据 定义 ,pg 为 真 当 且 仅 当 pg 不 同时 为 真 ; p yg 为 真 当 且 仅 当 pg 同时 为 假 . 
人 和 小 与 了, 人, V 有 下 述 关系 : 
pS TpApSp tp 
pAgqS TPADSOnp DOP gq tphyg) 
ppVdq 今 ”mVdq) 兮 (npAndq) 全 (np) NP Op pt (ghg) 
类 似 地 ， 
"pSpYp 
pAgqS(py pyY (grag) 
pVaS(py DY pro) 
由 上 述 关 系 与 定理 1.5, 可 得 定理 1. 6. 
定理 1.6 {个 },( ) 是 联结 词 全 功能 集 . 
显然 ,任何 包含 全 功能 集 的 联结 词 集合 都 是 全 功能 集 , 如 { 一, 人 ,V ,一 ,下 )、{ 一 , 人 人 ， 
斑 } 、{ 一 , 个} 等 都 是 全 功能 集 . 可 以 证 明 { 人, V} 不 是 全 功能 集 ,进而 { V)}、{ 信 ) 等 不 是 全 功 
能 集 . 
例 1.17 将 公式 pA-g 化 成 只 含 下 列 各 联结 词 集中 的 联结 词 的 等 值 的 公式 . 
(DE Vr 生机 人 作业 六 
解 (1) pA-g 
全 7(TpVg). 
(2) pAng 
S77(TpVg) 
SO7(p>g). 
(3) pAng 
SpA(ghg) 
ST" (pA(ghg))) 
SO-7(p¢ (ghg)) 
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全 (六 个 (gf 个 g)) tpt Cg $4g)). 
(4) pA-g 

人 ST(TpVg) 

S(Tp)yg 

SO(pyp) vyg. 


1.6 组 合 电 路 


可 以 用 电子 元 件 物理 实现 逻辑 运算 ,用 这 些 元 件 组 合成 的 电路 物理 实现 命题 公式 ,这 就 
是 组 合 电 路 . 实现 人 、V 、 一 的 元 件 分别 叫 做 与 门 、 或 门 , 非 门 . 与 门 有 2 个 (或 2 个 以 上 ) 输 
入 ,每 个 输入 是 1 个 真 值 ,有 1 个 输出 ,输出 它 的 所 有 输入 的 合 取 . 或 门 也 有 2 个 (或 2 个 以 
上 ) 输 入 ,每 个 输入 是 一 个 真 值 ,有 1 个 输出 ,输出 它 的 所 有 输入 的 析 取 . 非 门 只 有 1 个 输 
入 ,输入 是 1 个 真 值 ,有 1 个 输出 ,输出 它 的 输入 的 否定 . 它们 的 图 形 符号 如 图 1-1 所 示 . 


| XxAy x XVy - 
= = 人 
(a) 与 门 (b) 或 门 (c) 非 门 
图 1-1 


例如 ,产生 输出 (xVy) Anz 的 电路 如 图 1-2(a) 所 示 ,也 可 以 画 成 图 1-2(b) 的 样子 ,避免 


了 线 的 交叉 . 
x XVy ps XVy 
本 人 一 X 了 (CxVJ)Amx 
一 X| x 旋 IX | 


(a) (b) 


例 1.18 楼 梯 有 一 芳 灯 由 上 下 2 个 开关 控制 ,要 求 按 动 任何 一 个 开关 都 能 打开 或 关闭 
灯 . 试 设计 一 个 这 样 的 线路 . 

解 用 xz、y 分别 表示 这 2 个 开关 的 状态 ,开关 的 2 个 状态 分 别 用 1 和 0 表示. 用 下 表 
示 灯 的 状态 ,打开 为 1, 关 闭 为 0. 不 妨 设 当 2 个 开关 都 为 0 时 灯 是 打开 的 . 根据 题目 的 要 
求 ,开关 的 状态 与 灯 的 状态 的 关系 如 表 1-8 所 示 . 表 1-8 是 一 张 真 值 表 , 也 是 一 个 真 值 函 
数 . 根据 它 可 以 写 出 下 的 主 析 取 范 式 : 

下 =mo Mms 
一 (~ZAny)VCzAy). 

根据 这 个 公式 ,控制 楼 梯 电 灯 的 组 合 电路 如 图 1-3 所 示 . 

设计 组 合 电路 时 ,首先 像 例 1. 19 那样 构造 一 个 输入 输出 表 , 给 出 所 有 可 能 的 输入 与 对 
应 的 输出 ,这 实际 上 是 一 个 真 值 函数 . 根据 这 个 表 可 以 写 出 表示 这 个 真 值 函数 的 主 析 取 范 
式 , 从 而 设计 出 需要 的 组 合 电路 . 但 是 在 主 析 取 范 式 中 可 能 包含 许多 不 必要 的 运算 ,使 得 组 


二 


0 0 1 了 CA)VCxzA-J 
8 、 = 

¥ 0 0 ye | y 

1 1. 1 图 1-3 


合 电 路 中 使 用 许多 不 必要 的 元 件 . 例如 ,考虑 一 个 组 合 电路 , 当 且 仅 当 z 一 y 一 = 一 1 或 z= 
y 二 1 且 z==0 时 输出 1. 这 个 输出 的 主 析 取 范 式 为 下 = Vxzr 一 (ZAyAnz)VCzAyAz). 
如 果 直 接 按 照 这 个 公式 设计 电路 ,需要 用 4 个 与 门 ,1 个 或 门 和 1 个 非 门 . 实际 上 ,(CzAyA 
z) V(xAyA7z) 今 rAy, 只 需要 一 个 与 门 就 行 了 . 因此 ,需要 对 主 析 取 范式 进行 化 简 , 以 使 得 
公式 中 包含 尽 可 能 少 的 运算 . 这 种 包含 最 少 运 算 的 公式 称 作 最 简 展 开 式 . 化 简 的 方法 
如 下 . 


奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 


(1) 合并 简单 合 取 式 生成 所 有 可 能 出 现在 最 简 展 开 式 中 的 项 . 合并 的 方法 如 下 : 首先 
列 出 主 析 取 范式 中 所 有 极 小 项 的 角 码 的 二 进 制 表示 . 2 个 极 小 项 可 以 合并 当 且 仅 当 它们 的 
角 码 的 二 进 制 表示 恰好 有 一 位 不 同 . 如 ,101 与 001, 对 应 地 ,(zAnyAz)V(CnzAnyAz) 兮 
了 yAz. 把 合并 后 的 结果 记 作 一 01. 合并 每 一 对 可 以 合并 的 极 小 项 ,这 只 需要 考虑 角 码 二 
制 表 示 中 1 的 个 数 相差 1 的 一 对 极 小 项 . 接 下 去 合并 刚才 合并 得 到 的 结果 . 同样 地 ,2 i 
以 合并 当 且 仅 当 恰好 有 一 位 一 个 是 1、 另 一 个 是 0, 其 余 各 位 都 相同 ,包含 “一 ”在 内 ， 如 ， 
一 01 与 一 00 可 以 合并 成 一 0 一 , 即 ("yAz) V(CnmyAnz) 人 对 ”yy 如 此 继续 ,直到 不 再 能 合并 
为 止 . 最 后 得 到 的 不 能 再 合并 的 项 就 是 所 有 可 能 在 最 简 展 开 式 中 出 现 的 项 . 

例 1.19 求 下 述 公 式 的 最 简 展开 式 : 

F=( -x Amzs 人 nzs Az)VCnZ Anzs 人 Azs Mx) VC mz Nz: 人 ”zs Mx) 
V(Cnza Arzs 人 zs 人 zs) Vz 人 nz 人 zs 人 ”zi) 
Viz Ars Azs Az)VCz 人 zs 人 zs 人 ”zs)。 

解 表 1-9 中 列 出 了 下 中 的 7 个 极 小 项 . 表 中 的 标记 * 表示 该 项 已 被 合并 ,合并 过 程 
见 表 1-9( 续 ) ,其 中 (3,5) 与 (6,7),(3,6) 与 (5,7) 都 合并 成 (3,5,6,7). 最 后 得 到 没有 被 合并 
过 的 4 项 (1,4),(2,4),(2,6) 和 (3,5,6,7), 要 从 它们 中 选择 构成 最 简 展 开 式 的 项 . 


表 1-9 


编号 极 小 项 角 码 | 标记 | 编号 极 小 项 角 码 | 标记 
1 Ti 人 zs 人 zs 人 一 2 1110 关 5 -x1 人 zs 人 Amzas 人 zs 0101 关 
2 zi Amzzs 人 zs 人 zt 1011 关 6 2x1 Nmzxs 人 zs Mz 0011 关 
3 x1 Nz 人 zs Nz 0111 x » zl 人 nmzs 人 Amzs 人 zs 0001 * 
4 ZI 人 Amzz 人 zs 人 一 1010 关 
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表 1-9( 续 ) 


第 一 批 第 二 批 

合并 项 项 表示 串 标记 合并 项 项 表示 串 
(1,4) TI 人 zs 人 一 1 一 10 (3,5,6,7) -71 Nx 和 一 一 
(2,4) ZI 人 zz 人 zs Wi= 

(2,6) "x2 人 zs Nzs 一 011 

[gD 7x1 Nrs 人 zs 01 一 1 关 

(3,6) zl A 人 zs 人 zi 60 一世 关 

4- x1 Amzas 人 zs 0 一 01 关 

(6,7) x1 人 nmza 人 zx 00 一 1 关 


(2) 确定 最 简 展 开 式 中 的 项 . 经 过 上 述 步 又 得 到 的 项 都 是 由 原 公式 中 的 极 小 项 合并 而 
成 的 , 称 一 个 项 覆盖 合并 成 它 的 极 小 项 . 显然 ,最 简 展开 式 中 的 项 必须 覆盖 原 公 式 中 所 有 的 
极 小 项 . 在 这 个 前 提 下 ,还 要 使 包含 的 运算 符 尽 可 能 地 少 . 
继续 例 1. 19 的 解 , 展 开 式 中 运算 符 的 个 数 等 于 所 选项 中 运算 符 数 之 和 加 项 数 减 1. 根 
据 表 1-10 列 出 的 被 选项 的 情况 ,可 以 选择 (1.4),(2,4) 和 (3,5,6,7), 也 可 以 选择 (1,4)， 
(2,6) 和 (3,5,6,7). 即 最 简 展 开 式 为 
下 全 (zi 人 zs 人 ”ze)VCz Anzs Mra) Vm Mz) 


或 
下 全 (zi Azs 人 nz )VCnze Nzs MT) V(r Mr) 
表 1-10 
项 zi Nzs Anzt zi Nz Nz nm Nzs Mz -ni Na 
窗 盖 (1,4) (2,4) (2,6) (3,5,6,7) 
运算 符 数 3 3 3 2 


此 外 , 除 常 用 的 与 门 . 或 门 和 非 门 外 , 还 有 实现 个 的 与 非 门 和 实现 + 的 或 非 门 , 由 于 
{ 人 个 } 和 (fy } 是 全 功能 集 , 在 组 合 电路 中 可 以 只 使 用 与 非 门 ,也 可 以 只 使 用 或 非 门 . 当然 ,还 
可 以 根据 需要 设计 各 种 功能 的 用 于 电路 的 元 件 . 

1.7 推理 理论 

推理 是 从 前 提 推 出 结论 的 思维 过 程 ,前 提 是 指 已 知 的 命题 公式 ,结论 是 指 从 前 提出 发 应 
用 推理 规则 推出 的 命题 公式 . 前 提 可 多 个 ,由 前 提 Ai,A:,…'Ax 推出 结论 B 的 严格 定义 
如 下 . 

定义 1.20 若 (A, AA, 人 … 人 人 A) 一 B 为 重 言 式 , 则 称 Ai,As,… ,A 推出 结论 B 的 推 
理 正 确 , 也 是 A;,A:,…'Ax 的 逻辑 结论 或 有 效 结论 . 称 (A; 人 A, 人 … 人 Ax) 一 B 为 由 前 提 
Ai,A Asx 推出 结论 B 的 推理 的 形式 结构 . 

同 用 A 仿 B 表示 AB 是 重 言 式 类 似 , 用 A 二 B 表示 A 一 B 是 重 言 式 . 


因而 , 若 由 前 提 
二 


Ai,A:,… ,A 推出 结论 B 的 推理 正确 ,也 记 作 
(A MAMA, 人 … AA,)=>B. 

于 是 ,判断 推理 是 否 正 确 就 是 判断 一 个 蕴涵 式 是 否 是 重 言 式 , 可 以 用 真 值 表 法 、 等 值 演算 法 、 
主 析 取 范 式 法 等 方法 . 

需要 强调 指出 ,推理 正确 不 能 保证 结论 一 定 正 确 , 因 为 前 提 可 能 是 错误 的 . 当 Al， 
As,… ,A 中 有 为 假 的 时 ,A AA, 人 … 人 A 一 B 恒 为 真 . 只 有 在 推理 正确 且 前 提 也 正确 时 ， 
才能 保证 结论 正确 . 在 通常 的 数学 证 明 中 ,前提 总 是 正确 的 ,因而 得 出 的 结论 也 正确 . 这 是 
通常 的 数学 证 明 与 这 里 介绍 的 形式 推理 的 区 别 . 为 了 建立 更 严格 的 数学 证 明 的 推理 理论 ， 
需要 引入 公理 ,这 已 超出 本 书 的 范围 . 

例 1.20 判断 下 面 各 推理 是 否 正确 . 

(1) 如 果 天 气 凉 快 ,小 王 就 不 去 游泳 . 天 气 凉 快 . 所 以 小 王 没 去 游泳 . 

(2) 如 果 我 上 街 ,我 一 定 去 新 华 书 店 . 我 没 上 街 . 所 以 我 没 去 新 华 书 店 . 

解 解 上 述 类 型 的 推理 问题 ,应 先 将 命题 符号 化 ,然后 写 出 前 提 ,、 结 论 和 推理 的 形式 结 
构 , 最 后 进行 判断 . 

(1) 设 bp: 天 气 凉 快 ;g: 小 王 去 游泳 . 


前 提 : p> mq,p. 

结论 : "gs 

推理 的 形式 结构 为 

((p™> 717g) Ap)— 714g. (x) 
判断 ( x ) 是 否 为 重 言 式 . 用 真 值 表 法 ,如 表 1-11 所 示 . 

表 1-11 
p q a p™ gq (p™ i) ANp ((p™> gq) 人 Ap) 一 
0 0 1 上 0 1 
0 1 0 1 0 
1 0 1 1 1 1 
1 0 0 0 1 


真 值 表 的 最 后 一 列 全 为 1, 因 而 ( * ) 是 重 言 式 . 所 以 推理 正确 . 
(2) 设 p: 我 上 街 ;g: 我 去 新 华 书 店 . 
前 提 : pq, 7p. 


结论 : "gs 
推理 的 形式 结构 为 
((p™>qg) 人 一 力 ) 一 一 9. (闪闪 ) 
用 等 值 演算 法 
((p™>gq) 人 六) 一 ”9g 
S77((TpVg) Anp)Vn9 
SpVng. 


可 见 (xx) 不 是 重 言 式 , 所 以 推理 不 正确 . 
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下 面 介绍 一 种 新 的 证 明 推 理 正确 的 证 明 方 法 一 一 构造 证 明 法 . 这 种 方法 是 按照 给 定 的 
规则 进行 ,其 中 有 些 规则 建立 在 推理 定律 ( 即 重 言 蕴涵 式 ) 的 基础 之 上 . 


重要 的 推理 定律 有 以 下 8 条 : 

(1) A=>(AVB); 附加 

(2) (AAB)=A; 化 简 

(3) ((A 一 B) A\A)=B; 假 言 推理 
(4) ((A 一 B) AmB) => -A; 拒 取 式 

(5) ((AVB) A-A)=B; 析 取 三 段 论 
(6) ((A—>B) A(B—>C0))=>(A—C); 言 三 段 论 
(7) ((AB) A 人 (BC)) 一 (Ac>C); 等 价 三 段 论 


(8) (A—>B) A(C>D) A(AVC)=>(BVD). 构造 性 二 难 

证 明 是 一 个 描述 推理 过 程 的 命题 公式 序列 ,其 中 每 个 命题 公式 或 者 是 已 知 的 前 提 , 或 者 
是 由 前 面 的 命题 公式 应 用 推理 规则 得 到 的 结论 . 

下 面 给 出 证 明 中 常用 的 推理 规则 . 

(1) 前 提 引 入 规则 : 在 证 明 的 任何 一 步 ,都 可 以 引入 前 提 . 

(2) 结论 引入 规则 : 在 证 明 的 任何 一 步 ,前 面 已 经 证 明 的 结论 都 可 作为 后 续 证 明 的 
前 提 . 

(3) 置换 规则 : 在 证 明 的 任何 步骤 上 ,命题 公式 中 的 任何 子 命题 公式 都 可 以 用 与 之 等 
值 的 命题 公式 置换 . 例如 ,可 用 一 pVg 置换 p>g 等 . 

在 以 下 推理 规则 中 ,用 Ai ,A,,…,A B 表示 B 是 Al,As,,…,A, 的 逻辑 结论 ,在 证 明 
的 序列 中 ,车 已 有 Ai,As,…,Ai, 则 可 以 引入 B. 根据 上 述 8 条 推理 定律 可 得 下 面 推 理 
规则 . 

(4) 假 言 推理 规则 : A 一 B,A B. 

(5) 附加 规则 : A A VB. 

(6) 化 简 规 则 : AAB A. 

(7) 拒 取 式 规则 : A-B,-B -A. 

(8) 假 言 三 段 论 规则 : A 一 B,B 一 C A 一 C. 

(9) 析 取 三 段 论 规则 : AVB, 7B A. 

(10) 构造 性 二 难 规则 : A 一 B.C 一 D,AVC BVD. 

(11) 合 取 引入 规则 : A,B A AB. 

下 面 通过 例题 说 明 如 何 利 用 以 上 规则 构造 证 明 . 

例 1.21 构造 下 列 推理 的 证 明 . 

(1) 前 提 : p>r,gqs,pVg. 


结论 : rVs. 

(2) 前 提 : 户 Vq,p 一 下 rs 一 ,5 7 
结论 : g. 

证 明 (1) @ p>r 前 提 引 入 


人 


© gq>;s 
@pVg 
图 -Vs 
(NDS 
Q@ 二 
@ "Ys 
@ ”一 
BY 
© 让 
© -7p 
©®pVg 
@u 


前 提 引 入 

前 提 引 入 

中 加 加 构造 性 二 难 
前 提 引 入 

前 提 引 入 

中 加 拒 取 式 

前 提 引 入 

加 四 假 言 推理 
前 提 引 入 

@@@ 拒 取 式 

前 提 引 入 
@@ 析 取 三 段 论 


例 1.22 写 出 下 面 推 理 的 证 明 . 
如 果 今 天 是 星期 一 , 则 要 进行 英语 或 离散 数学 考试 . 如 果 英 语 老师 有 会 , 则 不 考 英语 . 
今天 是 星期 一 ,英语 老师 有 会 . 所 以 进行 离散 数学 考试 . 
解 设 p: 今天 是 星期 一 . 
gq: 进行 英语 考试 . 
7~: 进行 离散 数学 考试 . 
s: 英语 老师 有 会 . 
前 提 : p>(gVr),s> 2g,p,s. 


结论 : ~. 

证 明 : @ p 一 (gq Vr) 
@p 
@ gVr 
@ 一 nd 
©;s 
© "4 
Dr 


前 提 引 入 
前 提 引 入 

中 四 假 言 推理 
前 提 引 入 
前 提 引 入 

印 @ 假 言 推理 
@@ 析 取 三 段 论 


下 面 介绍 在 使 用 构造 证 明 法 时 ,常用 的 两 种 技巧 . 


1. 附加 前 提 证 明 法 


有 时 要 证 明 的 结论 以 蕴涵 式 的 形式 出 现 , 即 推理 的 形式 结构 为 


对 ( x ) 进 行 等 值 演算 得 
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(4 AA: 人 … 人 AA,) 一 (4 一 B). 


(¥*)S AAAs 人 …A 人 At) V (TAVB) 
名 ”AAA 人 … 人 AAA) VB 
全 (4A, 人 A: 人 … AA: AA)—B. 


(x%) 


在 (xx) 中 ,原来 结论 中 的 前 件 A 已 经 变 成 前 提 了 , 称 A 为 附加 前 提 . 如 果 能 证 明 (xx) 为 重 
言 式 , 则 (x ) 也 为 重 言 式 . 称 这 种 将 结论 中 的 前 件 作为 前 提 证 明 后 件 是 有 效 结论 的 证 明 法 
为 附加 前 提 证 明 法 . 

例 1.23 用 附加 前 提 证 明 法 证 明 下 面 推理 . 

前 提 : pp 一 (q 一 ~) ,msVPp,d. 


结论 : sr. 

证 明 : @ 2sVp 前 提 引 入 
O >， 附加 前 提 引 入 
@p O@ 析 取 三 段 论 
@ 0 一 (q 一 站) 前 提 引 入 
© g>r @@ 假 言 推理 
©@u 前 提 引 入 
Or @@ 假 言 推理 


由 附加 前 提 证 明 法 可 知 , 推 理 正确 . 
2. 归 雇 法 


设 Al ,A: .i A. 是 个 命题 公式 . 车 Ai MAMA; 人 … AAL, 是 可 满足 式 , 则 称 A ,As AAA 
是 相 容 的 . 否则 ( 即 A, 人 A; 和 人 … AA4 是 矛盾 式 ) 称 A,A:,…',Ax 是 不 相 容 的 . 
由 于 


(Ai AMAs 人 … 人 A,) 一 B 人 后 (AAA 人 … AA,) VB 
今 ”(A AAA 人 … AA, 人 ”B)， 
因而 , 若 Ai,As,,…,A, 与 -B 不 相 容 , 则 说 明 B 是 公式 Ail,As,,…,A, 的 逻辑 结论 . 这 种 将 
”也 作为 附加 前 提 推 出 矛盾 的 证 明 方 法 称 为 归 雇 法 . 请 见 例 1. 24. 
例 1.24 构造 下 面 推理 的 证 明 . 
前 提 : p 一 (一 (rAs)—> -7g),p, -7s. 


结论 : gq. 

证 明 : @ p 一 (了 -(rAs)™> 17g) 前 提 引 入 
@ 户 前 提 引 入 
二 一 (7 人 As 一 0 Q@@ 假 言 推理 
@ -mg) 否定 结论 引入 
(RI @ 置 换 
©@rAs @@ 拒 取 式 
©@ ns 前 提 引 入 
Ss @ 化 简 
@ sA-7s @@ 合 取 


由 @ 得 出 了 矛盾 ,根据 归 廖 法 说 明 推 理 正确 . 


1.8 题 例 分 析 


例 1.25 一 例 1. 29 为 选择 题 . 

例 1.25 给 定语 句 如 下 . 

(1) 15 是 素数 . 

(2) 10 能 被 2 整除 ,3 是 偶数 . 

(3) 你 下 午 有 会 吗 ? 若 无 会 ,请 到 我 这 儿 来 ! 
(4) 2z 十 3 过 0. 

(5) 2 是 素数 或 是 合 数 . 

(6) 这 个 男孩 真 勇敢 呀 ! 

(7) 如 果 2 十 2==6, 则 5 是 奇数 . 

(8) 只 有 4 是 偶数 ,3 才能 被 2 整除 . 

(9) 明年 5 月 1 日 是 晴天 . 

(10) 圆 的 面积 等 于 半径 的 平方 与 x 的 乘积 . 


以 上 10 个 语句 中 ,是 简单 命题 的 为 |A| ,是 复合 命题 的 为 |B| ,是 真 命题 的 为 |C|, 假 命题 的 


为 |D| , 真 值 待 定 ( 真 值 客观 存在 ,只 是 现在 不 知道 ) 的 命题 是 
A: 0O() (4) (8); OA4) (6)、 (9)、 (10); @(1) (9) (10)， 
Bi DAA OI EY ATY BY DT A 
C: D2) (5).(9) (10); @(7) 8) .10); @(2) (9) (10); OS5).(7) C8) (10). 
Di DO ALY A DNA) D1 GY. 
E: (4).(9); @(9); 7) (8). 
答案 A:@; B: @; C: @; DD: ©@; EE: ©. 
分 析 (3)、(4)、(6) 不 是 命题 . (1)、(2) 为 假 命题 . (5)、(7)、(8)、(10) 为 真 命题 . (9) 真 值 
(5) 设 p: 2 是 素数 .p 为 真 命题 .gq: 2 是 合 数 .g 是 假 命题 . p Vg 为 真 命题 . 
(7) 由 于 蕴涵 式 的 前 件 为 假 ,所 以 蕴涵 式 的 真 值 为 真 . 
(8) 设 p: 4 是 偶数 .g: 3 能 被 2 整除 .命题 符号 化 为 -p 一 了 q 或 g 习 p, 因 为 gq 为 假 , 所 

以 gp 为 真 . 
例 1.26 给 定 命 题 公 式 如 下 : 
(1) (pM)>(pVg); 
(2) (pe)o((p>q) 人 (q 一 力 ) ) 5 
(3) "(p>q) Ng; 
(4) (p A7p) gq; 
Ch pp Vy 
(6) (pV-p)—>((gA7q) 人 Ar); 
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《7)【《( 力 9) 一 力 )<> 力 5 

(8) (p Mg) V(p 人 And); 

(9) (pVagVn emp NngA7nr); 

(10) (p Mg) 人 Ar. 

在 以 上 10 个 命题 公式 中 , 重 言 式 的 为 |A| ,矛盾 式 的 为 

供 选择 的 答案 

六 加 (1 HIASIAD OVA 5750795 ODADAS TI A OY C5), 

(8). 

B: O33); ©@(4) (6); (6); O(3) .6). 

答案 A: @; B: @. 

分 析 ”可 用 真 值 表 法 ,等 值 演算 法 、 主 析 取 ( 主 合 取 ) 范 式 等 方法 判断 公式 的 类 型 有 时 
用 直接 观察 的 方法 更 方便 些 . 例如 ,对 于 (1),p 与 gq 都 为 真 必 蕴涵 bp 与 g 中 至 少 有 一 个 为 
真 , 故 它 是 重 言 式 . 对 于 (10) ,一 看 即 知 111 是 成 真 赋值 ,其 余 的 赋值 均 是 成 假 赋 值 ,因而 它 
不 是 重 言 式 , 也 不 是 矛盾 式 . 

例 1.27 给 定 命题 公式 如 下 : 

(mp 一 0q) 一 (”qVP). 

该 命题 公式 的 主 析 取 范式 中 含 极 小 项 的 个 数 为 |A|, 主 合 取 范式 中 含 极 大 项 的 个 数 为 


真 赋值 个 数 为 |C| ,成 假 赋值 个 数 为 |D|. 
供 选 择 的 答案 
ABC.D: Oo0; ©@1; @2; @3; ©4. 
答案 A: @; B: @; C: @; D: ©. 
分 析 ” 先 求 主 析 取 范 式 : 
(p>q)>( mgVp) 
ST(pVg) VigVp 
S(TpATg)V(pVTp) mgVpA(gV7g) 
S(TpATg) V(p ATg) V(p ANg) 
Smo Vm2 Vms. 


易 知 , 主 合 取 范式 为 Mi , 即 


多 


加 
骂 


(Tp>qg)>( TgVp)SOM. 
主 析 取 范式 中 含 3 个 极 小 项 , 极 小 项 角 码 的 二 进 制 表 示 00、10、11 为 成 真 赋值 . 剩 下 的 
一 个 ( 即 主 合 取 范 式 中 唯一 的 极 大 项 Mi 的 角 码 的 二 进 制 表示 )01 为 成 假 赋值 . 
例 1.28 公安 人 员 审 查 一 件 盗 窃 案 ,已 知 的 事实 如 下 : 
(1) 甲 或 乙 盗 窃 了 录音 机 ; 
(2) 若 甲 盗窃 了 录音 机 , 则 作案 时 间 不 能 发 生 在 午夜 前 
(3) 车 乙 的 证 词 正确 , 则 午夜 时 屋 里 灯光 未 灭 ; 
(4) 若 乙 的 证 词 不 正确 , 则 作案 时 间 发 生 在 午夜 之 前 ; 
(5) 午夜 时 屋 里 灯光 灭 了 . 


盗窃 录 音 机 的 是 |A|. 
供 选 择 的 答案 

A: @ 甲 ; @Z. 
答案 A: @. 

分 析 一 ”首先 将 已 查 明 的 事实 符号 化 . 
设 p: 甲 盗 窃 录 音 机 ; 


dg: 乙 盗 窃 录 音 机 ; 
r: 作案 时 间 发 生 在 午夜 前 ; 
s: 乙 的 证 词 正 确 ; 


t: 午夜 时 灯光 未 灭 . 
前 提 : pVg,p 玉 r,s>t, Ts>r 
在 本 题 中 ,结论 没有 确定 ,可 是 只 有 两 种 可 能 ,不 是 p 就 是 g, 因 而 可 根据 已 知 前 提 进 行 
推演 ,结论 由 推演 结果 来 决定 . 


Ot 前 提 引 入 

© st 前 提 引 入 

© 7s @@ 拒 取 式 

@ ”一 前 提 引 入 

Or @@ 假 言 推理 

© pr 前 提 引 入 

© -7p @@@ 拒 取 式 

®pVg 前 提 引 入 

@ug @@ 析 取 三 段 论 
至 此 说 明 乙 盗窃 了 录音 机 ，. 


分 析 二 ”根据 已 查 明 的 事实 ,pVg.p 阅 了 rst,， ms 一 mt 的 值 均 为 真 , 据 此 确定 p 和 
g 的 值 , 即 求 上 述 各 式 的 合 取 式 的 成 真 赋值. 
(pVg) 人 (bp 一 mr) 人 (一 上) A( Tms>r) A(C 77) 
SC(pVgACTIpVTr) ACTs Vt) ACGs Vr) MC) 
SO(pVg) 人 (六 AnmsArAnmt) 
SpNgAmsArAn. 
它 的 成 真 赋值 是 p= 二 0,g 二 1,s 二 0,r 二 1,t 二 0. 因此 ,结论 是 乙 资 窃 录 音 机 . 此 外 ,还 有 下 述 
结论 : 甲 没有 盗窃 录音 机 ,作案 时 间 不 是 在 午夜 之 前 , 乙 在 说 谎 , 午 夜 时 灯光 已 灭 . 
例 1.29 给 定 命题 公式 ( 户 Vd) 一 ~, 该 公式 在 全 功能 集 {”, 一 } 中 的 形式 为 |A| ,在 {(”,A} 
中 的 形式 为 |B|, 在 {一 , V} 中 的 形式 为 |C|, 在 {人 } 中 的 形式 为 ID|, 在 {v } 中 的 形式 为 
供 选择 的 答案 
A: Op>0D>r; 四 (mp 一 q) 一 r; OTg> 1p)>r. 
B:@ -pATgAmr; OpAgAmr; 四 (pnAndq) Anr @ (CDpAndq)Anr); 
©@-(( -pA7g) 人 Am. 
hi 


局 


C: DpVgVr; @nmpVavr); 四 (ppVa)Vr. 
D: Dph pt gta rh; @(C 人 oo) 人 (rr); OCPp hp) 个 (q 人 oa)) 个 7 
E: OC(pyO VY pV Yr; GOCDyoynDyCCDyoynD OpYq Yr. 
答案 A: @; B: @; C: @; D: O; E: ©. 
分 析 利用 等 值 演算 法 消去 指定 联结 词 集中 没有 的 联结 词 , 其 结果 的 形式 可 能 不 唯一 ， 
但 在 供 选 择 的 答案 中 均 只 有 唯一 的 一 式 与 (pVg) 习 7 等 值 ,所 以 容易 找到 正确 答案 . 
(1) 在 {一 ,一 } 中 ， 
(pVa)>r 
S(TIpVOD>r 
兮 (一 思 一 0) 一 7 
(2) 在 {一 , 人} 中 ， 
( 户 Vdq) 一 六 
ST(pVg) Vr 
S(TpATg) Vr 
S77m( npAmg) Am7). 
(3) 在 {一 , V} 中 ， 
(pVA)—>r 
ST7(pVg) Vr. 
(4) 在 {和} 中 ,由 (2) 
(pVa)—>r 
ue) 
全 (Cn 人 ng) Anr) 
O(npt mg) -or 
Sphp) tg tag) 个 (Cr 人 六. 
(5) 在 {vy } 中 ， 
( 轧 Vdg) 一 六 
ST(pVg) Vr 
全 (yq)Vr 
S27pY 9 Vn) 
SO7((pYq) 47) 
S((pYODVNY pV Yr). 
例 1.30 设 p: 自然 对 数 的 底 。 是 无 理 数 . 
d: 纽约 是 美国 的 首都 . 
7: 指南 针 是 中 国 的 四 大 发 明之 一 . 
s: 18 有 4 个 素 因子 . 
求 下 列 各 复合 命题 的 真 值 : 
(ly (BNo ("rN 
(2) (p MT'q Ar A175) VC 一 9q); 
i 


(3) (p Mg A OC TpVTs). 

答案 (1)、(2) 的 真 值 为 1,(3) 的 真 值 为 0. 

分 析 首先 确定 命题 pg、r、s 的 真 值 : pr 是 真 命 题 ,美国 的 首都 是 华盛顿 ,而 不 是 纽 
约 , 所 以 gq 是 假 命题 ,18 有 6 个 因子 ,其 中 只 有 2 与 3 是 素 因 子 , 所 以 ;也 是 假 命 题 . 这 样 ,p、 
gsr,s 的 真 值 分 别 为 1.0、1、0, 将 其 代入 (1)、(2)、(3), 得 出 (1)、(2)、(3) 的 真 值 分 别 为 1、1、 
0, 即 (1)、(2) 为 真 命题 ,(3) 为 假 命题 . 

例 1.31 设 p: 4 二 3,gq: 3 之 2. 将 下 面 命题 符号 化 ,并 讨论 命题 的 真 值 . 

(1) 只 要 4 二 3, 就 有 3 之 2. 

(2) 只 要 4 一 3 ,就 有 3 声 2. 

(3) 只 有 4<3, 才 有 3 过 2. 

(4) 只 有 4 二 3, 才 有 3 二 2. 

(5) 除非 4 一 3 ,否则 3 之 2. 

(6) 4 之 3 仅 当 3 和 2. 

《77 4 过 3 当 且 仅 当 3 之 2. 

答案 (1) pq, 真 值 为 1. 

(2) p 一 -gq, 真 值 为 1. 

(3) gp, 真 值 为 0. 

(4) -gp, 真 值 为 1. 

(5) -p>q, 真 值 为 1. 

(6) -pp 一 -gq, 真 值 为 0. 

(7) pg, 真 值 为 0. 

分 析 ”本题 考查 对 蕴涵 联结 词 以 及 “如 果 p, 则 gq”( 符 号 化 为 b~>d) 的 不 同 表 述 的 理解 . 
pq 的 逻辑 关系 为 q 是 p 的 必要 条 件 ,p 是 g 的 充分 条 件 , 可 以 有 多 种 不 同 的 叙述 形式 . 如 

“gq 是 p 的 必要 条 件 ” 

“只 要 户 ,就 q” 

“pp 仅 当 gq” 

“只 有 gq, 才 p” 

“没有 gq, 就 没有 p” 

“除非 g, 才 p” 

“除非 gq, 否则 非 p” 
等 ,它们 的 符号 化 形式 都 为 pg. 遇 到 具体 问题 要 具体 分 析 , 找 出 准确 的 符号 化 形式 . 

在 本 题 中 ,p 是 假 命题 ,g 是 真 命题 . 

(1) g 是 p 的 必要 条 件 , 符 号 化 为 pq, 真 值 为 1( 因 为 前 件 为 假 ). 

(2) -gq 是 p 的 必要 条 件 , 符 号 化 为 p> -q, 真 值 当然 也 是 1. 

(3) 在 此 句 中 ,p 成 了 gq 的 必要 条 件 ,所 以 ,符号 化 为 gq 习 p, 因 为 前 件 真 ,后 件 假 , 真 值 
为 0. 

(4) p 成 了 gq 的 必要 条 件 , 因 而 符号 化 为 ~g>p, ”9 为 假 合 题 , 故 "9q 一 记 的 真 值 为 1. 
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(5) 此 句 为 “除非 p ,否则 一 (gq)”, 这 说 明 为 ”9 的 必要 条 件 , 所 以 符号 化 为 -gq 一 p. 
这 句 话 又 可 说 成 “如 果 -p, 则 q.”, 故 又 可 符号 化 为 -p>g. 两 者 等 值 , 真 值 为 1. 

(6) "dg 是 "bp 的 必要 条 件 ,符号 化 为 -p> md( 或 gp). 因为 前 件 为 真 ,后 件 为 假 , 所 
以 真 值 为 0. 

(7) p 与 q 互 为 充 要 条 件 , 所 以 符号 化 为 p>q, 真 值 显然 为 0. 

例 1.32 设 A 是 含 ” 个 命题 变 项 的 公式 ,下 面 4 个 结论 中 ,哪个 ( 些 ) 是 错误 的 ? 

(1) 若 A 的 主 析 取 范 式 中 含 2" 个 极 小 项 , 则 A 是 重 言 式 

(2) 若 A 的 主 合 取 范式 中 含 2"” 个 极 大 项 , 则 A 是 矛盾 式 

(3) 若 A 的 主 析 取 范 式 中 不 含 任何 极 小 项 , 则 A 的 主 析 取 范式 为 0. 

(4) 车 A 的 主 合 取 范式 中 不 含 任何 极 大 项 , 则 A 的 主 合 取 范 式 为 0. 

答案 (4) 的 结论 是 错误 的 ,其 余 均 正确 . 

分 析 (1) 与 (2) 的 结论 显然 是 正确 的 . 下面 说 明 (3) 正 确 , 而 (4) 不 正确 . 

若 A 的 主 析 取 范式 中 不 含 任何 极 小 项 ,说 明 A 无 成 真 赋值 ,所 以 A 为 矛盾 式 , 因 而 规 
定 矛 盾 式 的 主 析 取 范式 为 0 是 合理 的 ,保证 任何 命题 公式 都 存在 并 且 是 唯一 的 与 之 等 值 的 
主 析 取 范式 . 所 以 (3) 正 确 . 

若 A 的 主 合 取 范式 中 不 含 任何 极 大 项 ,说 明 A 无 成 假 赋值 ,因而 A 为 重 言 式 , 重 言 式 
怎 能 与 0 等 值 呢 ? 它 只 能 与 1 等 值 ,因而 规定 重 言 式 的 主 合 取 范 式 为 1, 这 也 保证 了 任何 命 
题 公 式 都 存在 唯一 的 主 合 取 范式 与 之 等 值 ， 所 以 (4) 是 错误 结论 . 犯 此 错误 的 人 不 在 少数 . 

例 1.33 已 知 命题 公式 A 含 3 个 命题 变 项 ,其 成 真 赋值 为 000、010、100、110, 求 A 的 
主 析 取 范式 与 主 合 取 范 式 . 

答案 主 析 取 范 式 为 mo Vms Vms Vme. 

主 合 取 范 式 为 M 和 Ms 人 Ms AM . 

分 析 公式 的 每 个 成 真 赋值 对 应 主 析 取 范式 中 的 唯一 的 一 个 极 小 项 ,该 极 小 项 的 名 称 
的 下 角 标 为 该 成 真 赋值 的 十 进 制 表示 ,A 的 成 真 赋值 的 十 进 制 表示 ,分 别 为 0.2、4、6, 所 以 ， 
ASmo Vms Vm Vmse A 的 主 析 取 范式 . 

剩 下 的 001.011.101、111 为 A 的 成 假 赋值 ,它们 对 应 的 极 大 项 的 下 角 标 分 别 为 1.3、5、 
7, 所 以 ,4A 兮 M 人 Ms: 人 AM; 和 M1 一 一 A 的 主 合 取 范式 . 


习 题 


1.1 判断 下 列 语句 是 否 为 命题 ,若是 命题 请 指出 是 简单 命题 还 是 复合 命题 . 
(1) V2 是 无 理 数 . 
(2) 5 能 被 2 整除 . 
(3) 现在 开会 吗 ? 
(4) z+5>0. 
(5) 这 条 花 真 好 看 呀 ! 
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(6) 2 是 素数 当 且 仅 当 三 角形 有 3 条 边 . 
(7) 雪 是 黑色 的 当 且 仅 当 太阳 从 东方 升 起 . 
(8) 2080 年 10 月 1 日 天 气 晴好 . 

(9) 太阳 系 以 外 的 星球 上 有 生物 . 

(10) 小 李 在 宿舍 里 . 

(11) 全 体 起 立 ! 

(12) 4 是 2 的 倍数 或 是 3 的 倍数 . 

(13) 4 是 偶数 且 是 奇数 . 

(14) 李 明 与 王 华 是 同学 . 

(15) 蓝 色 和 黄色 可 以 调配 成 绿色 . 

1.2 将 上 题 中 的 命题 符号 化 ,并 讨论 它们 的 真 值 . 
1.3 判断 下 列 各 命题 的 真 值 . 

(1) 若 2 十 2==4, 则 3 十 3 一 6. 

(2) 若 2 十 2 一 4, 则 3 十 3 天 6. 

(3) 车 2 十 2 关 4, 则 3 十 3 一 6. 

(4) 若 2 十 2 天 4, 则 3 十 3 夭 6. 

(5) 2 十 2 二 4 当 且 仅 当 3 十 3 一 6. 

(6) 2 十 2 二 4 当 且 仅 当 3 十 3 关 6. 

(7) 2 十 2 天 4 当 且 仅 当 3 十 3 一 6. 

(8) 2 十 2 隆 4 当 且 仅 当 3 十 3 冯 6. 

1.4 将 下 列 命题 符号 化 ,并 讨论 其 真 值 . 
(1) 如 果 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 2 号 . 

(2) 如 果 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 3 号 . 

1.5 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 2 是 偶数 又 是 素数 . 

(2) 小 王 不 但 聪明 而 且 用 功 . 

(3) 虽然 天 气 很 冷 , 老 王 还 是 来 了 . 

(4) 他 一 边 吃 饭 ,一 边 看 电视 . 

(5) 如 果 天 下 大 雨 ,他 就 乘 公共 汽车 上 班 . 
(6) 只 有 天 下 大 雨 , 他 才 乘 公共 汽车 上 班 . 
(7) 除非 天 下 大 雨 ,否则 他 不 乘 公 共 汽 车 上 班 . 
(8) 不 经 一 事 , 不 长 一 智 . 

1.6 设 p.g 的 真 值 为 0;r、s 的 真 值 为 1, 求 下 列 各 命题 公式 的 真 值 . 
(1) pV(g Ar). 

(2) (pr) NC nq Vs 

(3) (pA(gVr))>((pVg) A As)). 

(4) mpV(Co 一 CrAnp))) 一 (Vs).。 
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1.7 判断 下 列 命题 公式 的 类 型 ,方法 不 限 . 

(1) p>(pVgVn). 

(2) (Bp bp 

(3) (p>g) Ng. 

(4) (p>q)>( Tg™> 1p). 

5) Cp (gp 

(6) (p A7p)*>g. 

(7) (pV-p)—>((gA7g) 人 mr). 

(8) (pg) > (pVg). 

(9) ((p—>g) A(g—>7r))—>(p—7). 

(10) ((p Va) =>) os. 

1.8 用 等 值 演算 法 证 明 下 列 等 值 式 . 

(1) (p Mgq) V(p A7q)SOp. 

(2) ((p™Yq) A(p™>7))SO(p>(gAr)). 

(3) (po SO((pVg) Am Ada) ). 

1.9 ”用 等 值 演 算法 判断 下 列 公 式 的 类 型 . 

(1) -=((pAg)>p). 

(2) ((p>q) Ng™>p)) 2 (peg). 

(3) (~p>q) >(g™> -pp). 

1.10 已 知 真 值 函 数 .G、H\R 的 真 值 表 如 表 1-12 所 示 . 分 别 给 出 用 下 列 联结 词 集合 
中 的 联结 词 表示 的 与 下 .GH\R 等 值 的 一 个 命题 公式 . 

(OD {5 2) (As 3) {Vy 0) {ts CY 


表 1-12 
p gq F G H R p gq F G H R 
0 0 0 0 1 | 0 0 1 
0 0 0 | 0 0 0 


1.11 设 A、B.C 为 任意 的 命题 公式 . 
(1) 已 知 AVCeBVC, 问 ASB 吧 ? 
(2) 已 知 AACSBAC, 问 A 人 SB 吗 ? 
(3) 已 知 -A 合 =-B, 问 ASSB 吗 ? 
1.12 求 下 列 命题 公式 的 主 析 取 范式 、 主 合 取 范 式 \ 成 真 赋 值 ,成 假 赋值. 
(1) (pV(g Ar))—>(p Mg Ar). 
(2) (p>q)>(7gVp). 
(3) (p>q) Mg Ar. 
1.13 通过 求 主 析 取 范式 判断 下 列 各 组 命题 公式 是 否 等 值 . 
(pg (pr 
人 


(2) 户 个 gj 力 了 9. 

1.14 一 个 排队 线路 ,输入 为 A、B、C, 其 输出 分 别 为 Fa、Fs、Fc. 在 同一 时 间 内 只 能 有 
一 个 信号 通过 . 如 果 同 时 有 两 个 或 两 个 以 上 信号 通过 时 , 则 按 A、B.、C 的 顺序 输出 . 例如 ,A、 
B.C 同时 输入 时 ,只 能 FA 有 输出 . 写 出 FA 、Fs .Fe 的 逻辑 表达 式 , 并 化 成 全 功能 集 { y } 中 
的 表达 式 . 

1.15 某 勘探 队 有 3 名 队员 . 有 一 天 取得 一 块 矿 样 ,3 人 的 判断 如 下 : 

甲 说 : 这 不 是 铁 , 也 不 是 铜 ; 

乙 说 : 这 不 是 铁 , 是 锡 ; 

两 说 : 这 不 是 锡 , 是 铁 . 

经 实验 室 鉴 定 后 发 现 ,其 中 一 人 两 个 判断 都 正确 ,一 个 人 判 对 一 半 , 另 一 个 人 全 错 了 . 根 
据 以 上 情况 判断 矿 样 的 种 类 ,并 指出 谁 的 判断 全 对 ? 谁 的 判断 对 一 半 ? 谁 的 判断 全 错 ? 

1.16 有 一 慢 灯 由 3 个 开关 控制 ,要 求 按 任何 一 个 开关 都 能 使 灯 由 亮 变 黑 或 由 黑 变 亮 . 
试 设计 一 个 这 样 的 组 合 电 路 . 

1.17 输入 输出 的 关系 如 表 1-13 和 表 1-14 所 示 , 试 写 出 实现 它们 的 组 合 电 路 的 合式 
公式 ,并 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 化 简 . 

(1) 


表 1-13 


(2) 

表 1-14 
1 Xz Xs 4 F Xl Xz Xs Ts F 
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 
0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 
0 0 1 1 0 1 0 1 LY 1 
0 LE 0 0 1 1 1 0 0 1 
0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 
0 时 1 0 0 1 1 1 0 0 
0 和 1 于 0 1 1 1 1 0 


1.18 判断 下 列 推理 是 否 正确 . 先 将 命题 符号 化 ,再 写 出 前 提 和 结论 ,然后 进行 判断 . 
(1) 如 果 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 5 号 .今天 是 1 号 .所 以 明天 是 5 号 . 
(2) 如 果 今天 是 1 号 , 则 明天 是 5 号 . 明天 是 5 号 .所 以 今天 是 1 号 . 
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(3) 如 果 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 5 号 . 明天 不 是 5 号 .所 以 今天 不 是 1 号 . 
(4) 如 果 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 5 号 .今天 不 是 1 号 .所 以 明天 不 是 5 号 . 
1.19 构造 下 面 推理 的 证 明 . 
(1) 前 提 : 一 (p Ag), ng Vr, 一 r. 
结论 : 了-p. 
(2) 前 提 : p 一 (gs) ,gq,pVnr. 
结论 : rs. 
(3) 前 提 : pg. 
结论 : p 王 (pAg). 
(4) 前 提 : gp,gPs,st,tAr. 
结论 : p Ag As Ar. 
(5) 前 提 : (pAq) 王 rr, mrVs， ms. 
结论 : md. 
1.20 判断 下 述 推理 是 否 正确 ,并 证 明 你 的 结论 . 如 果 他 是 理科 学 生 , 他 必 学 好 数学 . 
如 果 他 不 是 文科 学 生 , 他 必 是 理科 学 生 . 他 没 学 好 数学 . 所 以 他 是 文科 学 生 . 


以 下 各 题 是 选择 题 . 题目 要 求 是 从 供 选择 的 答案 中 选 出 填 入 叙述 中 的 方 框 | | 内 的 正 


确 答案 . 
1.21 给 定 命题 公式 如 下 : 
pV(gA-mr). 
上 述 公式 的 成 真 赋值 为 [A|, 成 假 赋值 为 [B|, 公 式 的 类 型 为 [C|. 


A: @ 无 ; @ 全 体 赋值 ; @010,100,101,111; @010,100,101,110,111. 
B: @ 无 ; @ 全 体 赋 值 ; @000,.001,011; @000.010,110. 
C: @ 重 言 式 ; @ 了 矛盾 式 ; @ 可 满足 式 . 
1.22 给 定 命题 公式 如 下 : 
-7(pAq)—r. 


上 述 公式 的 主 析 取 范式 中 含 极 小 项 的 个 数 为 |AI, 主 合 取 范式 中 含 极 大 项 的 个 数 为 |B|, 成 真 


赋值 为 |C|. 
供 选择 的 答案 
A: D2; @3; @5; O0; @58. 
B: Do0; ©@8; @5; @3. 
C: @000,001,110; @001,011,101.110.111; @ 全 体 赋 值 ; @ 无 . 
1.23 给 定 下 列 3 组 前 提 . 
(1) 一 ( 户 人 Amq),， mq Vr, mr. 
(2) (p Ng)—>r, mr Vs, 7s. 
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Co) pag, og Vs 
上 述 各 前 提 中 ,(1) 的 逻辑 结论 (有 效 结论 ) 为 |A|, (2) 的 逻辑 结论 为 
为 |C|. 
供 选 择 的 答案 
ABC: Or Oo ® 7p; OnDVnqO p>s;® p hg. 
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B 


, (3) 的 逻辑 结论 


LA ET NN RTID EC 
第 2 对 一 阶 油 辑 
在 命题 逻辑 中 ,命题 是 命题 演算 的 基本 单位 . 命题 只 是 一 种 比较 简单 的 陈述 ,常常 不 足 

以 表现 人 们 想 要 表达 的 内 容 , 因 而 其 至 无 法 处 理 一 些 简单 而 又 常见 的 推理 . 例如 ,在 命题 逻 
辑 中 ,对 著名 的 “ 苏 格 拉 底 三 段 论 ” 就 无 法 证 明 其 正确 性 . 这 个 三 段 论说 : 

凡是 人 都 要 死 的 . 

苏 格 拉 底 是 人 . 

所 以 苏 格 拉 底 是 要 死 的 . 
在 命题 逻辑 中 ,只 能 用 pg、r 表示 以 上 3 个 命题 ,上 述 推理 可 表 成 (p Ag) 习 r， 这 个 命题 公 
式 不 是 重 言 式 , 可 是 赁 人 们 的 直觉 上 述 论断 是 正确 的 . 原因 是 在 命题 逻辑 中 ,只 能 把 “凡是 
人 都 要 死 的 ?作为 一 个 简单 命题 ,而 失去 了 它 的 内 在 含义 . 这 就 是 命题 逻辑 的 局 限 性 . 为 了 
表达 出 这 句 话 的 内 在 含义 ,还 需要 进一步 区 分 “凡是 ”“ 人 ”“ 是 要 死 的 ”, 这 就 是 一 阶 逻 辑 所 
研究 的 内 容 ,一 阶 逻 辑 也 称谓 词 逻 辑 . 


2.1 一 阶 逻 辑 基 本 概念 


先 来 仔细 分 析 一 下 * 凡 是 人 都 要 死 的 "这 句 话 , 它 由 3 部 分 组 成 ,“ 凡 是 "是 所 有 的 、 每 一 
个 的 意思 . 所 有 的 什么 呢 ? 这 里 说 的 是 * 人 "这 个 特殊 的 对 象 , 而 “是 要 死 的 "是 一 种 性 质 . 
这 句 话 的 意思 是 所 有 的 这 种 对 象 都 有 这 种 性 质 . 为 了 能 够 形式 化 地 描述 这 些 , 在 一 阶 逻辑 
中 引入 了 量词 .个体 词 和 谓词 3 个 新 的 概念 . 首先 介绍 个 体 词 和 谓词 . 个 体 词 是 指 可 以 独立 
存在 的 客体 , 它 可 以 是 一 个 具体 的 事物 ,也 可 以 是 一 个 抽象 的 概念 . 例如 , 李 明 、 人 、 玫 瑰 花 、 
黑板 自然数.V2 .思想 .定理 等 都 可 以 作为 个 体 词 . 而 谓词 是 用 来 刻画 个 体 词 的 性 质 或 个 体 
词 之 间 关系 的 词 . 在 下 面 3 个 简单 命题 中 : 


\Z 是 无 理 数 ， 

王 宏 是 程序 员 . 

小 李 比 小 赵 高 2 厘米 . 
“2”“ 王 宏 "“ 小 李 ”、“ 小 赵 ” 都 是 个 体 词 ， 而 “…… 是 无 理 数 ”、“…… 是 程序 员 ”、“…… 比 
we 高 2 厘米 "都 是 谓词 . 前 两 个 谓词 是 表示 个 体 词性 质 的 ,而 后 一 个 谓词 表示 个 体 词 之 间 


的 关系 . 
表示 具体 的 或 特定 的 个 体 的 词 称 为 个 体 常 项 ,一 般 用 小 写 的 英文 字母 a,b,c,… 表 示 . 
表示 抽象 的 ,或 泛 指 的 个 体 的 词 称 为 个 体 变 项 ,常用 小 写 英文 字母 +,y,z,… 表 示 . 个 体 变 项 
的 取 值 范围 称 为 个 体 域 (或 论 域 ). 个 体 域 可 以 是 有 限 的 集合 ,例如 , {1,2,3,4)、{a,b,c}、 
{计算 机 ,2, 狮 子 } ,也 可 以 是 无 限 的 集合 ,例如 ,自然 数 集合 、 实 数 集合 等 . 特别 是 , 当 无 特殊 
声明 时 ,个 体 域 由 宇宙 间 的 一 切 事 物 组 成 , 称 为 全 总 个 体 域 . 
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称 表示 具体 性 质 或 关系 的 谓词 为 谓词 常 项 ,用 大 写 英 文字 母 F,G, 互 ,… 表 示 , 例 如 ,用 
下 表示 “…… 是 无 理 数 ”. 表示 抽象 的 或 泛 指 的 谓词 称 为 谓词 变 项 .也 用 下 ,G, 万 … 表 示 . 下 、 
G、H 等 表示 的 是 谓词 常 项 还 是 变 项 可 以 根据 上 、 下 文 确定 . 个 体 变 项 zx 具有 人 性质 下 , 记 作 
F(x). 个 体 变 项 z+、y 具有 关系 工 , 记 作 工 (z,y). 也 把 这 种 个 体 变 项 和 谓词 的 联合 体 FCz)、 
LCz,y) 等 称 为 谓词 . 这 与 数学 中 称 函 数 f 和 函数 f(x) 一 样 . 若 F(x) 表示 “xz 是 无 理 数 ”， 
L(z,y) 表 示 “z 比 y 高 2 厘米 ”,a 表示 V2.0 表示 小 李 ,c 表示 小 赵 , 则 F(a) 表示 “V2 是 无 理 
数 ”,L(b,c) 表 示 “ 小 李 比 小 赵 高 2 厘米 ”. 

谓词 中 包含 的 个 体 词 数 称 为 元 数 . 含 n(n 三 1) 个 个 体 词 的 谓词 称 为 n 元 谓词 . 一 元 请 
词 是 表示 个 体 词性 质 的 ， 当 n 宇 2 时 ,n 元 谓词 表示 个 体 词 之 间 的 关系 . 一 般 说 来 ,用 P(xi， 
Xs，"** Th) 表示 nn 元 谓词 , 它 是 以 个 体 变 项 的 个 体 域 为 定义 域 ,以 {0,1) 为 值 域 的 元 函数 ， 
在 这 里 个 个 体 变 项 的 顺序 不 能 随意 改动 .一般 说 来 ,谓词 PCz ,zs,… ,x,) 不 是 命题 , 它 
的 真 值 无 法 确定 ,要 想 使 它 成 为 命题 ,必须 指定 某 一 谓词 常 项 代替 P, 同 时 还 要 用 n 个 个 体 
常 项 代替 个 个 体 变 项 . 例如 ,L(Cz,y) 是 一 个 2 元 谓词 , 它 不 是 命题 . 当 令 L(x,y) 表 示 “xz 
小 于 y” 之 后 ,该 谓词 中 的 谓词 部 分 已 为 常 项 ,但 它 还 不 是 命题 ， 当 取 a 为 2,6 为 3 时 ， 
L(a,0) 才 是 命题 ,并 且 是 真 命题 . 当 取 c 为 2,d 为 1 时 ,L(c,d) 为 假 命题 .不 带 个 体 变 项 的 
谓词 称 为 0 元 谓词 ,例如 ,上 述 的 L(a,0)、LCc,d) 等 都 是 0 元 谓词 . 0 元 谓词 常 项 都 是 命题 . 
简单 命题 都 可 以 用 0 元 谓词 常 项 表示 ,因而 可 将 命题 看 成 谓词 的 特殊 情况 . 命题 逮 辑 中 的 
联结 词 在 一 阶 逻 辑 中 均 可 应 用 . 

例 2.1 将 下 列 命 题 用 0 元 谓词 符号 化 . 

(1) 2 是 素数 且 是 偶数 . 

(2) 如 果 2 大 于 3, 则 2 大 于 4. 

(3) 如 果 张 明 比 李 民 高 , 李 民 比 赵亮 高 , 则 张 明 比 赵亮 高 . 

解 (1) 设 FCz): xz 是 素数 . 

GCCz): 工 是 偶数 . 
机 

则 命题 符号 化 为 


Fla) AG(a). 
(2) 设 L(z,y): 工大 于 y. 
a: 2;b: 3;c: 4， 
则 命题 符号 化 为 
L(a.b)—>L(a,c). 
(3) 设 HGCz,y): 工 比 y 高 . 
a: 张 明 ;0: 李 民 ;ic: 赵亮. 
则 命题 符号 化 为 
H(a.b) AH(b,c) >H(a,c). 
除了 个 体 词 和 谓词 外 ,还 需要 表示 数量 的 词 , 称 表示 数量 的 词 为 量词 . 量词 有 全 称 量词 
和 存在 量词 两 种 . 
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1. 全 称 量 词 


对 应 日 常 语言 中 的 “一 切 ”“ 所 有 的 ”,“ 任 意 的 ”等 词 , 用 符号 Y 表示 .Vzx 表示 对 个 体 域 
里 的 所 有 个 体 . VzF(z) 表 示 个 体 域 里 的 所 有 个 体 都 有 性 质 . 


2. 存在 量词 


对 应 日 常 语言 中 的 “存在 着 ”,“ 有 一 个 ”“ 至 少 有 一 个 ”等 词 ,用 符号 表示 .3x 表示 存 
在 个 体 域 里 的 个 体 ，3xF(z) 表 示 存 在 着 个 体 域 中 的 个 体 具有 性 质 下. 

考虑 下 述 两 个 命题 的 符号 化 . 

(1) 所 有 的 人 都 要 死 的 . 

(2) 有 的 人 活 百 岁 以 上 . 

在 考虑 符号 化 时 必须 先 明确 个 体 域 . 

第 一 种 情况 ,考虑 个 体 域 D 为 人 类 集合 . 


(1) 符号 化 为 

VzF(zx) ,其 中 F(x); x 是 要 死 的 . C*) 
这 个 命题 是 真 命题 . 
(2) 符号 化 为 

3zG(z) ,其 中 G(x); xz 活 百 岁 以 上 . 人 
这 个 命题 也 是 真 命题 . 


第 二 种 情况 ,考虑 个 体 域 D 为 全 总 个 体 域 . 在 这 种 情况 下 ,(1) 不 能 符号 化 为 VzF(x)， 
(2) 也 不 能 符号 化 为 3zG(Cz). 原因 是 ,此 时 VzF(z) 表 示 宇 宙 间 的 一 切 事物 都 是 要 死 的 ,这 
与 原 命题 不 符 ，3zG(z) 表 示 在 宇宙 间 的 一 切 事物 中 存在 百 岁 以 上 的 ,显然 也 没 表达 出 原 命 
题 的 意义 . 因而 必须 引入 一 个 新 的 谓词 ,将 人 分 离 出 来 . 在 全 总 个 体 域 的 情况 下 ,以 上 两 命 
题 可 叙述 如 下 . 

(1) 对 所 有 个 体 而 言 ,如 果 它 是 人 , 则 它 是 要 死 的 . 

(2) 存在 着 个 体 , 它 是 人 并 且 活 百 岁 以 上 . 

于 是 ,引入 一 个 新 的 谓词 MCz): zx 是 人 . 称 这 个 谓词 为 特性 谓词 . 有 了 特性 谓词 后 ， 
(1) 可 符号 化 为 
VzCMCz) 一 FCz)) 人 
(2) 符 号 化 为 


3zr Mx) AG(z)) Eo 
在 使 用 量词 时 ,应 注意 以 下 6 点 . 
(1) 在 不 同 的 个 体 域 中 ,命题 符号 化 的 形式 可 能 不 一 样 . 
(2) 如 果 事 先 没 有 给 出 个 体 域 ,都 应 以 全 总 个 体 域 为 个 体 域 . 
(3) 在 引入 特性 谓词 后 ,使 用 全 称 量词 与 存在 量词 符号 化 的 形式 是 不 同 的 ,请 注意 上 面 
( x ) (xx) 两 种 形式 . 
(4) 个 体 域 和 谓词 的 含义 确定 之 后 ,n 元 谓词 要 转化 为 命题 至 少 需 要 nn 个 量词 (关于 这 
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一 点 以 后 进一步 讨论 ). 

(5) 当 个 体 域 为 有 限 集 时 ,如 D={a ,az,…,a*}, 由 量词 的 意义 可 以 看 出 ,对 于 任意 的 
谓词 ACz) ,都 有 

© YrA(SOA(a) AA(as) 人 … MA la,); 

© 3rA( SOA(a) VA(as) V:… VA(a,). 

这 实际 上 是 将 一 阶 逻 辑 中 命题 公式 转化 为 命题 逻辑 中 的 命题 公式 了 . 

(6) 多 个 量词 同时 出 现时 ,不 能 随意 颠倒 它们 的 顺序 . 颠倒 后 可 能 与 原来 的 含义 完全 
不 同 . 

考虑 命题 ;“ 对 任意 的 zx, 存在 y, 使 得 x 十 y= 二 5.” 取 个 体 域 为 实数 集 ,这 个 命题 符号 
化 为 

VrjdyH(z,y), 

其 中 ,有 (zx,y): x 十 y=5, 这 是 个 真 命题 . 

但 如 果 将 量词 的 顺序 颠倒 ,得 

dyVzH(z,y), 

此 式 的 含义 为 “存在 y, 使 得 对 任意 的 x, 都 有 十 y= 二 5”, 这 与 原来 的 意思 完全 不 同 了 ,并 且 
它 是 假 命题 . 可 见 量词 的 顺序 不 能 随意 颠倒 . 

例 2.2 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 面 命题 符号 化 . 

(1) 凡 有 理 数 均 可 表 成 分 数 . 

(2) 有 的 有 理 数 是 整数 . 

要 求 : (a) 个 体 域 为 有 理 数 集合 . 

(b) 个 体 域 为 实数 集合 . 

(c) 个 体 域 为 全 总 个 体 域 . 

解 (a) 不 用 引入 特性 谓词 . 

(1) VzxF(x), 其 中 下 (x): xz 可 表 成 分 数 . 

(2) 3zG(Cz) ,其 中 G(x);: xz 是 整数 . 

(b) 引入 特性 谓词 : R(x): x 是 有 理 数 . 

(1) Vz(R(z) 习 F(z)), 其 中 (x): zx 可 表 成 分 数 . 

(2) 3zx(R(z) AG(x)), 其 中 G(x): x 是 整数 . 

(c) 同 (b). 

在 各 个 体 域 中 ,以 上 命题 均 为 真 命题 . 

例 2.3 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 对 所 有 的 xz, 均 有 xx? 一 1 二 (x 十 1) (x 一 1). 

(2) 存在 xz, 使 得 x 十 5==2. 

要 求 : (a) 个 体 域 为 自然 数 集合 . 

(b) 个 体 域 为 实数 集合 . 

解 (a) 不 需 引 入 特性 谓词 . 

(1) VzxF(zx), 其 中 F(x): x? 一 1 二 (x 十 1) (zx 一 1). 

(2) 3zGCz) ,其 中 GCz): xz 十 5 一 2. 
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(1) 为 真 命题 ,(2) 为 假 命题 . 
(b) (1)、(2) 符 号 化 形式 同上 ,但 此 时 (1)、(2) 均 为 真 命题 . 
例 2.4 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 面 命题 符号 化 . 
(1) 凡 偶数 均 能 被 2 整除 . 
(2) 存在 着 偶 素数 . 
(3) 没有 不 吃饭 的 人 . 
(4) 素数 不 全 是 奇数 . 
解 ”在 本 题 中 , 没 指定 个 体 域 ,因而 取 个 体 域 为 全 总 个 体 域 . 
《CD VPR->GCOD 和 5 
其 中 FGz): 工 是 偶数 ,GCz): 工 能 被 2 整除 . 
(2) 习 冯 (FRRCzD) AG(ZN., 
其 中 FCz): 工 是 偶数 ,GCz): xz 是 素数 . 
(3) TIM) ABPCr), 
其 中 MCz): 工 是 人 ,FCz): 工 吃饭 . 
本 命题 还 可 以 如 下 叙述 : 所 有 的 人 都 吃饭 ,因而 又 可 符号 化 为 
VzCOM(Cz) 一 下 (z)). 
以 后 将 证 明 台 与 加 是 等 值 的 . 
(4) ”VzCECz) 一 GCzr)). 
其 中 F(x): x 是 素数 ,G(x): x 是 奇数 . 
本 命题 还 可 以 如 下 挟 述 : 有 的 素数 不 是 奇数 ,因而 又 可 符号 化 为 
Jz (F(x) AnGCz)) 
以 后 将 证 明 @) .四 是 等 值 的 . 
本 例 中 的 几 个 命题 的 符号 化 很 具有 典型 性 ,希望 注意 分 析 . 
以 上 各 例 中 ,涉及 的 谓词 都 是 一 元 谓词 ,下 面 给 出 多 元 谓词 的 例子 . 
例 2.5 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 列 命题 符号 化 . 
(1) 所 有 的 人 都 不 一 样 高 . 
(2) 每 个 自然 数 都 有 后 继 数 . 
(3) 有 的 自然 数 无 先驱 数 . 


自然 数 的 后 继 数 为 n 十 1,n 二 0,1,2,…。. 自然 数 的 先驱 数 为 n 一 1,n 二 1,2,…. 


解 ” 因 为 题目 中 没 指 明 个 体 域 ,因而 使 用 全 总 个 体 域 . 
(1) 符号 化 为 
VrVy(M(x) AM(y) AH(zx,y)™> 7L(r,y)), 
或 者 
”3z3JyCOMCz) AM(y) AH(z,y) ALCzyy))， 


其 中 M(xz): x 是 人 ,日 (zx,y): x 关 y(zx 与 y 不 是 同一 个 人 ),LCz,y): 工 与 y 一 样 高 . 


(2) Vz(F(z)—> dy(F(y) ADECzyy)7)。 
其 中 F(x): 工 是 自然 数 , 电 (zx,y): > 是 z 的 后 继 数 . 
(3) dz(F(z)AVy(F(y)—> "L(x,y))). 
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其 中 F(x): zx 是 自然 数 ,L(z,y): y 是 xz 的 先驱 数 . 
(2)、(3) 也 可 不 使 用 2 元 谓词 ,请 读者 考虑 . 


2.2 一 阶 逻辑 合式 公式 及 解释 


2.1 节 初 步 介 绍 了 一 阶 逻 辑 命题 符号 化 的 有 关 概 念 及 方法 . 为 了 使 符号 化 能 更 准确 和 
规范 以 及 正确 进行 谓词 演算 和 推理 ,必须 给 出 一 阶 逻 辑 中 合式 公式 严格 的 形式 定义 . 为 此 
先 给 出 本 书 中 使 用 的 字母 表 . 

定义 2.1 字母 表 如 下 : 

(1) 个 体 常 项 ; a,bycy*** ,aisbiscis""* ,i 宇 1; 

(2) 个 体 变 项 ; zx,y ,zy ris yiszi""* ,i 这 1; 

(3) 函数 符号 : f,g,h,*… ,fi,gishi," ,i 和 1; 

(4) 谓词 符号 ; F,G,H,*…,F;,G;,H;,*… ,i 之 1; 

(5) 量词 符号 : VY, 3; 

(6) 联结 词 符 : ,人 A 人 ,V ,一 ,一 ; 

(7) 括号 和 逗号 : (,)，,，. 

定义 2.2 项 的 递归 定义 如 下 : 

(1) 个 体 常 项 和 变 项 是 项 ; 

《 田 项 $ Xi Te ,… ,XT ) 是 任意 nn 元 函数 ,t,ts,…,t, 是 项 , 则 $ists ,st,) 也 是 项 ; 

(3) 只 有 有 限 次 地 使 用 (1)、(2) 生 成 的 符号 串 才 是 项 . 

abrys fry)=r+y gry)=r—yh(r,y)=r* y 等 都 是 项 ,f(a,g(x,y))= 
a 二 (zx 一 y) .g(h(rsy) ,flab)) 二 x，y 一 (a 十 b) 等 也 都 是 项 . 

定义 2.3 设 ROri,zs,…,X,) 是 任意 的 n(n 三 1) 元 谓词 ,t,ts,… ,ts 是 项 , 则 称 RG4i， 
ti," st) 为 原子 公式 . 

定义 2.2 和 定义 2.3 中 8 和 R 都 不 是 字母 表 中 的 符号 ,它们 分 别 代表 任意 的 函数 和 任 
意 的 谓词 ,这 与 在 第 1 章 中 用 A、B 等 表示 任意 的 命题 公式 一 样 . 

定义 2.4 合式 公式 的 定义 如 下 : 

(1) 原子 公式 是 合式 公式 ; 

(2) 若 A 是 合式 公式 , 则 (一 A) 也 是 合式 公式 ; 

(3) 车 A、B 是 合式 公式 , 则 (AAB)、(AVB)、(A 一 B)、(AB) 也 是 合式 公式 ; 

(4) 若 A 是 合式 公式 , 则 VzA、3zA 也 是 合式 公式 ; 

(5) 只 有 有 限 次 地 应 用 (1) 一 (4) 构 成 的 符号 串 才 是 合式 公式 . 

在 一 阶 逻辑 中 合式 公式 又 称 为 谓词 公式 ,简称 为 公式 . 为 简单 起 见 , 合 式 公 式 的 最 外 层 
括号 可 以 省 去 . 

例 2. 1 一 例 2.5 中 ,各 命题 符号 化 结果 都 是 合式 公式 . 

定义 2.5 在 合式 公式 VzA 和 V3zA 中 , 称 z 为 指导 变 项 , 称 A 为 相应 量词 的 辖 域 . 
在 辖 域 中 ,z 的 所 有 出 现 称 为 约束 出 现 ( 即 x 受 相应 量词 指导 变 项 的 约束 ),A 中 不 是 约束 出 
现 的 其 他 变 项 的 出 现 称 为 自由 出 现 . 
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例 2.6 指出 下 列 各 合式 公式 中 的 指导 变 项 .量词 的 辖 域 .个 体 变 项 的 自由 出 现 和 约束 
出 现 . 

(Ly 汪汪 Ge 

(2) 3zF(Cz)AGCzyy); 

(3) Vz(R(zsy,z) MVyH(zr ,yz2)). 

解 (1) 在 整个 公式 中 ,zx 是 指导 变 项 ,VY 的 辖 域 为 (F(z) 一 3yH(z,y)),z 的 2 次 出 现 
都 是 约束 出 现 . 在 3yH (zx,y) 中 ,y 为 指导 变 项 , 3 的 辖 域 为 H(z,y),y 是 约束 出 现 . 
(x,y) 中 的 x 也 是 约束 出 现 ,但 它 受 前 面 Yz 的 约束 . 

(2) 在 3zF(Cz) 中 ,zz 是 指导 变 项 , 3 的 辖 域 为 F(Cz),z 是 约束 出 现 . G(x,y) 中 ,zx、y 都 
是 自由 出 现 . 在 整个 公式 中 ,z 的 第 一 次 出 现 是 约束 出 现 ,第 二 次 出 现 是 自由 出 现 ,y 是 自由 
出 现 . 

(3) 在 整个 公式 中 ,zx 是 指导 变 项 ,第 一 个 V 的 辖 域 为 (R(x,y,z) 人 VyH(Czr,y,x)). 在 
VyH(x,y,x) 中 ,y 是 指导 变 项 ,量词 VY 的 辖 域 为 昌 (x,y,z). 工 的 2 次 出 现 都 是 约束 出 现 ， 
y 的 第 一 次 出 现 是 自由 出 现 , 第 二 次 出 现 是 约束 出 现 ,z 的 2 次 出 现 都 是 自由 出 现 . 

今后 ,用 A(z) 表 示 xz 是 自由 出 现 的 任意 的 公式 ,例如 ,A(z) 可 以 表示 FECz) 一 GCz)、 
3yG(zx,y)、Vy Vz(R(zx,y,z)) 等 . 若 在 A(Cz) 前 加 上 Vz 或 3z, 即 YVzA(Cz), 或 3zA(Cz),z 
就 成 为 约束 出 现 的 个 体 变 项 了 . 类 似 地 ,用 A(zx,y) 表 示 x、y 是 自由 出 现 的 公式 ,如 
RCz,y) 一 LOz) RCz,y)V3xLCzyz) 等 . 而 YrA(zr,y) 中 ,zx 成 为 约束 出 现 的 变 项 ,y 仍 为 
自由 出 现 的 变 项 ， 而 在 3z VyA (zx,y) 中 ,x、y 都 成 为 约束 出 现 的 变 项 了 . 反之 ,去 掉 
VzxA(z)、3zYyA(z,y) 中 的 量词 ,所 得 A(x)、A(z,y) 中 的 xy 成 为 自由 出 现 的 变 项 了 . 

定义 2.6 若 公式 A 中 无 自由 出 现 的 个 体 变 项 , 则 称 A 是 封闭 的 合式 公式 ,简称 闭 式 . 

例如 ,Vz(F(z) 一 G(z)),3xVYy(F(z)VG(zx,y)) 都 是 闭 式 . 而 VzCFCz) 一 GOryy))， 
3zVyL(z,y,x) 都 不 是 闭 式 . 

在 例 2.6 的 (2) 和 (3) 中 看 到 ,在 一 个 合式 公式 中 ,可 能 有 了 既 约束 出 现 又 自由 出 现 的 个 体 
变 项 ,如 例 2.6(2) 中 的 zx. 其实, 在 这 里 过 的 2 次 出 现实 际 上 是 2 个 不 同 的 变 项 ,只 是 用 了 
同一 个 名 字 ,如 同 2 个 人 都 叫 张 三 一 样 . 例 2.6(3) 中 的 > 也 一 样 . 这 就 容易 产生 混淆 . 为 了 
避免 出 现 这 种 情况 ,很 简单 ,给 其 中 的 一 个 改 个 名 字 , 所 有 不 同 的 变 项 都 用 不 同 的 名 字 ,名 字 
相同 的 变 项 都 是 同一 变 项 的 不 同 出 现 . 这 样 一 来 公式 中 就 不 会 有 既 约束 出 现 又 自由 出 现 的 
变 项 了 . 这 就 是 下 面 的 规则 . 

换 名 规则 ”将 一 个 指导 变 项 及 其 在 辖 域 中 所 有 约束 出 现 替换 成 公式 中 没有 出 现 的 个 体 
变 项 符号 . 

例如 ,在 例 2.6(2) 中 ,利用 换 名 规则 ,将 指导 变 项 x 及 它 的 第 一 次 出 现 蔡 换 成 > ,得 到 

jzF(z) AG(zx,y), 

在 例 2.6(3) 中 ,利用 换 名 规则 得 到 

Vs(R(s,y,z) MViH(zx,t,z)), 
在 这 两 个 公式 中 都 不 存在 既是 约束 出 现 又 是 自由 出 现 的 个 体 变 项 . 

在 命题 逻辑 中 ,讨论 公式 的 恒 真 , 恒 假 及 可 满足 性 只 需 考虑 公式 在 所 有 可 能 的 赋值 下 的 
取 值 . 但 是 ,在 一 阶 逻 辑 中 ,由 于 引入 了 函数 和 谓词 ,情况 变 得 十 分 复杂 . 为 了 进行 类 似 的 
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讨论 ,要 给 公式 中 出 现 的 每 一 个 个 体 常 项 符号 .函数 变 项 符号 和 谓词 变 项 符号 “赋值 ,这 就 
是 解释 . 
定义 2.7 一 个 解释 工 由 下 面 4 部 分 组 成 . 
(1) 非 空 个 体 域 D; 
(2) 给 论 及 的 每 一 个 个 体 常 项 符号 指定 一 个 D 中 的 元 素 ; 
(3) 给 论 及 的 每 一 个 函数 变 项 符号 指定 一 个 D 上 的 函数 ; 
(4) 给 论 及 的 每 一 个 谓词 变 项 符号 指定 一 个 D 上 的 谓词 . 
在 使 用 解释 工 解释 公式 A 时 ,采用 指定 的 个 体 域 D, 并 将 A 中 的 所 有 个 体 常 项 符号 、 函 
数 变 项 符号 及 谓词 变 项 符号 分 别 替 换 成 工 中 指定 的 元 素 、 函 数 及 谓词 . 
例 2.7 给 定 解释 工 如 下 : 
(1) Di 一 (2,3); 
(2) a=2; 
(3) 函数 f(z): f(2)==3,f(3)==2; 
(4) 谓词 F(x): F(2)=0,F(3)=1; 
GCCz,y): G(i,))=1,i,7=2,3; 
Lzry)s L252)=L(353)=1;5 
L(2,3)=L(3,2)=0. 
在 解释 I 下 , 求 下 列 各 式 的 真 值 . 
(LY Mitry AG(r sad)s 
(2 eC NG ODN 
(3) Vz ayL(wsy) 
解 设 (1)、(2)、(3) 中 公式 分 别 为 A、B、C. 在 解释 I 下 : 
(1) AS(F(2)AG(2,2)) A(F(3) AG(3,2)) 
SO(0Al) 人 (1 ADSO. 
(2) BSEO(F(fF(2)) AG(2,fC62))) VCF(FC3)) AG(3, (03))) 
SO(F(3) AG(2,3)) V(F(2) AG(3,2)) 
全 (LAl1) VOOADSL. 
(3 CAL(2 2 NE(C2, 3 人 (天 (3 2)VI (3 3)》 
SO(IVO)A(OVDSL. 
例 2.8 给 定 解释 NN 如 下 : 
(1) 个 体 域 Dw 为 自然 数 集合 ; 
(2) a=0; 
(3) 函数 f(x,y)==z 十 yg(z,y)=T* y; 
(4) 谓词 F(z,y) 为 z=y. 
在 解释 N 下 ,下 面 哪些 公式 为 真 ? 哪些 公式 为 假 ? 
(1) VzF(g(za) ,x); 
(2) VzVy(F(f (rsa D>P(fF (Gy a) 2 
(3) VzVy jdzF(f (zr,y) ,2); 
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(4) VzVyF(f(z,y) g(r,y)); 

(5) F(f(z,y), f(y,z)). 

解 ” 在 解释 N 下 ,公式 分 别 化 为 : 

(1) Vz(z，0=z) ,这 是 假 命题 ; 

(2) VzVy(Cz 十 0 一 yy 十 0 一 z) ,这 是 真 命题 ; 

(3) VzVy3z(Cz 二 y 一 =), 这 是 真 命题 ; 

(4) Vr Vy(zr 十 y 二 +，y), 这 是 假 命 题 ; 

(5) zx 十 y 二 y 十 x, 它 的 真 值 不 确定 ,因而 不 是 命题 . 

从 例 2.7 和 例 2. 8 中 看 出 ,在 给 定 的 解释 下 ,有 的 公式 真 值 确定 ,是 一 个 命题 有 的 公 
式 真 值 不 确定 ,不 是 命题 . 然而 对 闭 式 来 说 ,由 于 每 个 个 体 变 项 都 受 量词 的 约束 ,因而 在 任 
何 解释 下 总 表达 一 个 意义 确定 的 语句 , 即 是 一 个 命题 . 例 2. 8 中 ,(1) 一 (4) 都 是 闭 式 ,它们 
在 所 给 的 解释 下 都 是 命题 . 对 于 非 闭 式 的 公式 ,如 果 进 一 步 给 每 个 自由 出 现 的 个 体 变 项 指 
定 个 体 域 中 的 一 个 元 素 , 那 么 它 也 成 为 命题 . 

给 定 解释 1, 对 公式 中 每 个 自由 出 现 的 个 体 变 项 指定 个 体 域 中 的 一 个 元 素 称 作 在 解释 I 
下 的 赋值 . 

例如 ,对 例 2.8(5) 中 的 公式 , 取 解 释 N 下 的 赋值 c : o(x)==1,c(y) 二 2,o(z) 二 3, 则 在 
解释 N 和 赋值 下 ,该 公式 为 1 十 2 一 2 十 3, 这 是 假 命题 . 若 取 赋 值 " : o (x)==1,0 (y) 二 2， 
oz) 一 1, 则 在 解释 N 和 赋值 so “下 ,该 公式 为 1 十 2 一 2 十 1, 这 是 真 命题 . 

在 给 定 的 解释 和 赋值 下 ,任何 公式 都 是 命题 . 闭 公式 与 赋值 无 关 , 只 需要 给 定 解释 . 

定义 2.8 设 A 为 一 谓词 公式 ,如 果 A 在 任何 解释 和 该 解释 下 的 任何 赋值 下 都 为 真 ， 
则 称 A 为 逻辑 有 效 式 (或 称 永 真 式 ) ;如 果 A 在 任何 解释 和 该 解释 下 的 任何 赋值 下 都 为 假 ， 
则 称 A 是 矛盾 式 (或 称 永 假 式 ) ; 若 至 少 存在 一 个 解释 和 该 解释 下 的 一 个 赋值 使 A 为 真 , 则 
称 A 是 可 满足 式 . 

从 定义 可 知 ,人 逻辑 有 效 式 是 可 满足 式 , 但 反之 不 真 . 

与 命题 公式 不 同 ,由 于 公式 的 复杂 性 和 解释 的 多 样 性 ,谓词 公式 的 可 满足 性 是 不 可 判定 
的 , 即 不 存在 一 个 可 行 的 算法 能 够 判断 任 一 公式 是 否 是 可 满足 的 . 但 对 某 些 特殊 情况 可 以 
判断 其 可 满足 性 . 

定义 2.9 设 A, 是 含 命题 变 项 pi , 思 ,…', 思 的 命题 公式 ,Ai ,A*,…',A, 是 个 谓词 公 
式 , 用 A; 处 处 代 换 六 (1 和 ji 委 2) ,所 得 公式 A 称 为 Au 的 代 换 实例 . 

例如 ,F(Cz) 一 GCz),YzFCz) 一 3zGCz) 等 都 是 p>g 的 代 换 实例 . 

可 以 证 明 : 命题 公式 中 的 重 言 式 的 代 换 实例 都 是 永 真 式 , 命 题 公 式 中 的 矛盾 式 的 代 换 
实例 都 是 矛盾 式 . 

例 2.9 判断 下 列 公 式 中 哪些 是 逻辑 有 效 式 ?哪些 是 矛盾 式 ? 

《= Je)s 

(2) VzF(z)> (VeIyG(E > YE) 

(3) (F(z,y)>R(z,y)) AR(z,y); 

(4) VzxF(zsy)V VyF(r,y); 
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(5) Vz3 了 3yFCzy) 一 了 rzVyFCzyy). 

解 (1) 这 是 闭 式 , 只 需要 考虑 解释 . 设 工 为 任意 的 解释 ,其 个 体 域 为 D. 若 后 件 
3zF(z) 为 假 , 即 存在 rzoED, 使 得 F(Czo ) 为 假 , 则 YzF(Cz) 为 假 , 所 以 VzF(Cz) 一 3zF(Cz) 为 
真 . 由 了 的 任意 性 ,得 证 原 式 是 逻辑 有 效 的 . 

(2) 易 知 p 习 (gq 阅 p) 为 重 言 式 ,而 这 个 公式 是 该 重 言 式 的 代 换 实例 ,因而 是 逻辑 有 
效 式 . 

(3) 这 个 公式 是 了 (p>g) Ad 的 代 换 实例 . 而 (p>g) Ad 是 矛盾 式 , 所 以 它 是 矛盾 式 . 

(4) 注意 , YxF(z,y) 中 的 y 和 VYyF(x,y) 中 的 x 是 自由 出 现 . 取 解 释 T: 个 体 域 为 自 
然 数 集 N,F(z,y): zx 三 y. 取 赋 值 o: ao1(x)==0,0s(y) 二 1. 在 解释 了 和 赋值 co 下 ,公式 为 
Vzx(z 二 1)V Vy(0 三 y) ,其 值 为 真 . 再 取 赋 值 02: os (zx) 二 1,01(y) 二 0. 在 解释 了 和 赋值 
下 ,公式 为 Vx(x 三 0)V Yy(1 三 y) ,其 值 为 假 . 故 这 个 公式 是 非 逻 辑 有 效 式 的 可 满足 式 . 

(5) 这 是 闭 式 , 只 需要 考虑 解释 . 取 解 释 工 如 下 : 个 体 域 为 自然 数 集合 N,FCz,y) 为 
并 一 y。 在 这 个 解释 I 下 ,前 件 化 为 Vx jy(zx 二 y) ,其 值 为 真 ;而 后 件 为 3 了 zVy(Cz 一 y), 其 值 为 
假 . 因而 在 此 解释 下 ,蕴涵 式 为 假 . 这 说 明 这 个 公式 不 是 逻辑 有 效 式 . 

在 上 面 的 解释 工 中 ,将 F(z,y) 改 为 x 三 y, 得 到 一 个 新 的 解释 1 了. 在 1 下 ,蕴涵 式 的 前 
件 和 后 件 都 是 真 的 ,所 以 蕴涵 式 为 真 ,说 明 这 个 公式 也 不 是 矛盾 式 . 综 上 所 述 , 这 个 公式 是 
非 逻 辑 有 效 式 的 可 满足 式 . 

例 2.8(5) 也 是 非 逻 辑 有 效 式 的 可 满足 式 . 在 前 面 已 经 给 出 使 其 为 假 的 解释 N 和 赋值 
0 ,使 其 为 真 的 解释 N 和 赋值 c“. 


2.3 一 阶 逻 辑 等 值 式 与 前 束 范式 


定义 2.10 设 A.B 是 一 阶 逻辑 中 的 两 公式 , 若 A>B 为 逻辑 有 效 式 , 则 称 A 与 B 是 等 
值 的 , 记 作 A 今 B, 称 A 今 B 为 等 值 式 . 
由 于 重 言 式 都 是 逻辑 有 效 式 ,因而 1. 3 节 中 给 出 的 24 个 等 值 式 及 其 代 换 实例 都 是 一 阶 
逻辑 中 的 等 值 式 . 例如， 
VrA(x) 与 VzACz)AVzACzr); 
VxzA(z) 一 3zB(z) 与 “VzrA(zr)V IzrB(z). 


等 都 是 等 值 的 , 即 
VrA(z SVYrA(r) AVrA(z), 
(VrA(zr)™> IrB(r))SO( "YrA(r)V IrB(z)). 
还 应 该 指出 ,使 用 换 名 规则 所 得 公式 与 原来 的 公式 是 等 值 的 . 
下 面 以 定理 的 形式 给 出 一 阶 逻 辑 中 其 他 一 些 重要 的 等 值 式 , 它 们 的 证 明 都 略 去 . 
定理 2.1 量词 否定 等 值 式 : 
(1) -7YrA(z)S rm"A(z); 
(2) 7 IzrA(z SO Vr mA(z). 
其 中 ,A(z) 是 任意 的 公式 . 
当 个 体 域 D 是 有 限 集 时 ,定理 2. 1 中 的 两 个 等 值 式 是 容易 验证 的 . 设 D= {ai,as，…， 
吉 冲 作 民 


7YrA(r)S (Ala) MA(as) 人 … AAl(a,)) 
S77A(a) VA(a) VV A(a,) 
合 3z”A(Cz). 
73zrA(r)S (Ala) VA(as) VV VA(a,)) 
全 TA(a) A7A(as) Mr Nm Ala,) 
SVYrnA(r). 
定理 2.2 量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 : 
(1) ®D Vr(A(r) VB)SO YrA(r) VB; 
@ Vr(A(r) AB)S YrA(r) NB; 
©®@ Yr(A(z)>B)SO IrA(r) >B; 
@ Yr(B>A(zr))SOB— YrA(z). 
(2) © 3x(A(x) VB)S 3xrA(r) VB; 
Q@ jz (A(zx) AB)SO 3xrA(z) AB; 
©® jz (4A(Czr) 一 B) 合 VzACr) 一 B; 
@ jz (BT>A(zr))SOB— IrA(z). 
在 以 上 各 公式 中 ,A(z) 是 含 x 自 由 出 现 的 任意 的 公式 ,而 B 中 不 含有 x 的 自由 出 现 . 
当 个 体 域 D={ai ,az ,…,as} 时 ,以 上 各 公式 的 验证 也 是 容易 的 . 下 面 验证 (1) 中 的 中 . 
Vz(A(z) VB) 可 写成 
(Alai) VB)A(A(as) VB)A:… A(Ala,) VB) 
SO(A(a) MACas) Nr AACa,)) VB 
第 2 个 式 子 恰 好 是 VzA(z) VB 的 展开 式 . 
类 似 可 验证 其 余 公 式 . 另外 注意 ,(1)、(2) 中 的 @、 四 都 可 由 上 .@ 及 定理 2. 1 推出 .下 
面 证 明 (1) 中 的 @. 


Vz(ACz) 一 B) 
命 VYzC(nACz)VB) 
合 YznACz)VB ((1) 中 的 @) 
全 TIrA(r) VB (定理 2.1 中 的 (2)) 


SIrA(r) =>B. 
定理 2.3 量词 分 配 等 值 式 : 
(1) Vz(CACz) AB(z))SO VrA(r) AVrB(z); 
(2) dxz(A(r) VB(7))SO IrA(r)V drB(z). 
人 们 称 (1) 为 Y 对 人 的 分 配 ; 称 (2) 为 3 对 V 的 分 配 . 注意 VY 对 V 及 对 人 都 不 存在 分 配 等 
值 式 . 
例 2.10 证 明 : 
(1) Vx(A(z) VB(r))®H YrA(r) V YrB(zr); 
(2) dzx(A(z) AB(x))® IrA(r) A drB(z). 
证 明 取 谓 词 公式 F(z)、G(z) 分 别 代替 A(zx) 和 B(x). 只 要 证 明 下 面 两 公式 : 
证 


VzCFCz)VGCzr))e> VrF(r)V VrG(r), © 


IF ANG JIB) NO)s © 
都 不 是 逻辑 有 效 式 即 可 . 

取 解 释 工 为 : 个 体 域 D 为 自然 数 集 ,F(zx) 为 x 是 奇数 ,G(x) 为 z 是 偶数 .此 时 ， 
Vz(F(z)VG(z)) 为 真 ,但 YrF(x)V YrG(z) 为 假 ,于 是 为 假 . 因而 不 是 逻辑 有 效 式 . 
在 同样 解释 下 @ 也 为 假 ,从 而 @ 也 不 是 逻辑 有 效 式 . 

定理 2.4 下 面 两 等 值 式 成 立 : 

(1) VriVyA(r,y SO VyVrA(r,y); 

(2) jz jyAl(z,y)SO jy IrA(zr,y). 

其 中 A(x,y) 是 任意 的 含 x、y 自由 出 现 的 谓词 公式 . 
同 命 题 逻 辑 类 似 , 在 一 阶 逻 辑 中 也 希望 研究 谓词 公式 的 规范 形式 ,这 就 是 前 束 范式 . 
定义 2.11 设 A 为 一 谓词 公式 ,如 果 A 具有 如 下 形式 : 
QT1Q Ts" QTB, 
则 称 A 是 前 束 范式 ,其 中 每 个 Q;(1 三 i<k) 为 V 或 3,B 为 不 含量 词 的 谓词 公式 . 

例如 ,Vx 3y(F(r,y)>G(z,y))、3zxVyVz(F(z,y:z)>G(z,y,t)) 等 都 是 前 束 范式 ， 
而 YrzFCr)AVYrG(z,y)、YVz(F(z) 习 Vy(G(y) 习 H(zx))) 等 都 不 是 前 束 范 式 . 

在 一 阶 逻 辑 中 ,任何 合式 公式 A 都 存在 与 其 等 值 的 前 束 范式 , 称 这 样 的 前 束 范式 为 公 
式 A 的 前 东 范 式 . 可 利用 2. 2 节 中 给 出 的 换 名 规则 以 及 定理 2. 1 一 定理 2.3 求 A 的 前 柬 
范式 . 

例 2.11 求 下列 公 式 的 前 东 范 式 . 

(1) VzFCz)An3zGCzr); 

(2) VrF(r) V7 jrG(z); 

(3) VzFGCz) 一 了 zGCr); 

(4) 3 了 xzFCz) 一 VzGCT) 3 

(5) (YrF(z,y)—™> dyG(y)) > YrH(z,y). 

解 (1)  VzFGz)An3zGCz) 


OVrF(r) MVYr -G(r) (定理 2. 1(2)) 
OVr(F(r) A7G(7)). (定理 2.3(1)) 
(2) VzxF(zx) V7 jrxG(zx) 
OVrF(r)V Yr 1G(z) (定理 2.1(2)) 
OVrF(r)V VYy 7G(y) ( 换 名 规则 ) 
OVr(F(r)V VYy -7G(y)) (定理 2.2(1) 中 的 @) 
OVrVy(F(r) VnG(y)). (定理 2.2(1) 中 的 @) 


《37 WER(ZD) 一 习 2GKz) 
STYrF(r)V drG(z) 
全 了 3zmFGCz)V3 了 3zGCz) (定理 2.1(1)) 
AP(rIVG(z)), (定理 2. 3(2)) 
二 几 


(4) 3zF(Cz) 一 VzGCz) 


SIzF(r)> VyG(y) ( 换 名 规则 ) 
SVYr(F(r)> VyG(y)) (定理 2.2(1) 中 的 @) 
SVYrVy(F(r)>G(y)). (定理 2.2(1) 中 的 @) 
(5) (VzF(z,y)™> jyG(y))> YrH(z,y) 
SO(VrF(r,y)™> 3sG(s))> ViH(t,y) ( 换 名 规则 ) 
SIzr(F(r,y)™> 3sG(s))—> ViH(t,y) (定理 2.2(2) 中 的 @) 
SOIrds(F(r,y)>G(s)) > ViH(t,y) (定理 2.2(2) 中 的 @) 
SOVrVs((F(r,y) >G()) > ViH(t,y)) (定理 2.2(1) 中 的 @) 
OVrVsVi((F(r,y)>G(5)) >H(,y)). (定理 2.2(1) 中 的 @) 
公式 的 前 束 范式 是 不 唯一 的 . 例如 , 3x 3yCFCz) 一 GCCy))、 3y3zCFGz) 一 GCCy)) 等 也 
是 (3) 的 前 束 范式 . 


另外 还 应 注意 ,一 个 公式 的 前 束 范式 的 各 指导 变 项 应 是 各 不 相同 的 , 原 公 式 中 自由 出 现 
的 个 体 变 项 在 前 束 范式 中 还 应 是 自由 出 现 的 . 若 发 现 前 束 范式 中 有 相同 的 指导 变 项 ,或 原 
来 自由 出 现 的 个 体 变 项 变 成 约束 出 现 的 了 ,说 明 换 名 规则 用 得 有 错误 或 用 得 次 数 不 够 ,应 仔 
细 进 行 检查 ,加 以 纠正 . 

最 后 , 回 到 本 章 开 头 提 到 的 苏 格 拉 底 三 段 论 “ 凡 是 人 都 要 死 的 . 苏 格 拉 底 是 人 ,所 以 苏 
格拉 底 是 要 死 的 . ”证 明 这 个 三 段 论 是 正确 的 . 

设 F(r);: 是 人 . G(xz):; 工 是 要 死 的 . a: 苏 格 拉 底 . 苏 格 拉 底 三 段 论 可 形式 化 为 

Vri(F(T)>G(7)) AF(a)>G(a) 

要 证 这 个 蕴涵 式 为 逻辑 有 效 式 . 为 此 ,只 需 证 明 在 任何 解释 下 当前 件 为 真 时 ,后 件 也 为 真 . 
证 明 如 下 : 

设 前 件 为 真 , 即 Yz(F(zx) 一 G(x)) 与 F(a) 都 为 真 . 由 于 VzCFCz) 一 G(Cz)) 为 真 , 有 
F(o) 一 G(a) 为 真 . 由 (a) 一 G(a) 与 F(a) 为 真 ,根据 假 言 推理 得 证 G(a) 为 真 . 

一 阶 逻 辑 的 推理 理论 远 比 命题 逻辑 的 推理 理论 复杂 ,这 已 超出 本 教材 的 范围 . 


2.4 题 例 分 析 


例 2. 12 一 例 2. 14 为 选择 题 . 

例 2.12 (1) 每 列 火车 都 比 某 些 汽车 快 . 

(2) 某 些 汽车 比 所 有 的 火车 慢 . 

令 F(z): 工 是 火车 .G(y): y 是 汽车 . 

H(z,y): 工 比 y 快 . 

(1) 的 符号 化 公式 为 |A| 或 BI. (2) 的 符号 化 公式 为 |C 

A.B: DVr(F(zx) Mdy(G(y) AH(z,y))); 
@Vrjdy(F(r)>(G(y)>H(r,y))); 
@Vr(F(r)> Jy(G(y) AH(zr,y))); 


= 
en 
马 


于 二 


@IyVr(F(r)>(G(y) AHCzyy))); 
@Vrjdy(F(r)>(G(y) H(z ,y))). 
C.D: OD Jy(G(Y> Vr(F(r) AH(zr,y))); 
©@ jy(G(y) AVr(F(r)>H(r,y))); 
@VrIy(G(yY >F(r) AH(zr,y))); 
@OjdyVrG(y) A(F(r)>H(r,y))); 
@ 3 了 y(GCy) 一 YzCFCz) 一 吾 (z,y))). 
在 答案 中 ,要求 A、C 的 编号 分 别 小 于 B.D 的 编号 . 
答案 A.: @; B: @; C: ©@; DD: @. 
分 析 ”由 定理 2.2(2) 中 的 @ 可 知 A、B 的 供 选 答案 中 ,加 今 @. 由 定理 2.2(1) 中 的 @ 可 
知 ,C.D 的 供 选 答案 中 ,@ 今 @. 
例 2.13 给 定 解释 工 如 下 : 
(1) 个 体 域 Di 为 整数 集合 ; 
(2) ao=0,a=1; 
(3) f(xy)=zx—y,g(zy)=zy; 
(4) F(x,y) 为 x 二 y. 
和 赋值 c : o (x)=5,0 (y) 王 一 2. 
给 定 下 面 各 公式 : 
(1) F(f(xya) g(r,a1)); 
(2) VzrVyF(f (zr,y) ,g(x,y)); 
(3) Vr jyF(f(r,y), g(r,y)); 
C4) Vy(Plyyao) > Vi( FEOF gC))), 
(5) VyVzr(F(zr,y)>F(f(r,y) ,7)); 
(6) F(f(x,y) ,g(x,y)); 
(7) VECRCryao) PCr gC y))): 
在 解释 了 和 赋值 a 下 ,上 面 7 个 公式 中 为 真 的 为 [A], 为 假 的 为 回 . 
供 选 择 的 答案 
A: D1) (2).(3) (4); @(5)、 (6); D1) (3).5); O11) 3) (4). 
Bi OVA ADS DNADADs OO MASI AO A CYAAY ON: 
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答案 A: @; B: @. 
分 析 在 解释 I 下 ,上 面 7 个 公式 分 别 化 为 
Ch RD— 15 Lys 
(2) Yz Vy(z—y<=z+i+y); 
(3) Vz 3y(z 一 y<z 十 y)5 
(VCGORODVECE 一 十 旋 筷 
(5) VyVz((z<y)>(r—y<z)); 
CH 02) (2 
让 汪 


0 一) 

从 解释 后 的 公式 容易 看 出 ,(1)、(3)、(4) 为 真 ,而 (2)、(5)、(6)、(7) 为 假 . 

例 2.14 给 定 下 面 谓词 公式 : 

CY Ye) "Bs 

(23 RD 

(3) -F(z)>(VyG(zr,y)>F(7))); 

(4) Vx jyF(z,y) > jrVyF(r,y); 

(5) 一 VzF(z)e 3 了 了 zmFCzr); 

(6) Vz(F(zx) AG(Cz)) 一 (VzFCz)VVzG(z))3 

(7) 3z3JyFGzyy) 一 VrzVyFCzy); 

(8) VzCFCz)VGCz)) 一 (VZFCZ)VVZGCZ)); 

(9) (YrF(r)V YrG(r)) > Vr(F(r) VG(7)); 

(10) Yr VyF(zr, yy VyVYrF(r,y); 

(11) ”(VzF(Cz) 一 VyGCy)) AVyG(y). 

上 面 11 个 公式 中 ,逻辑 有 效 式 的 为 |A| ,矛盾 式 的 为 

供 选择 的 答案 

A: (1)、(2)、 (4)、 (5)、 (6); @(2)、 (4)、 (6) (8); 图 (1)、 (2)、(5)、 (6)、 (9)、 (10)3 

@(4) 5) (06) (8)、 910); 

Bi: DN AMY EY DOO AIO A DAID: OA ANALD, 

答案 A: @; B: @. 

分 析 (3)、(11) 是 命题 逻辑 中 矛盾 式 的 代 换 实例 . 易 知 (1)、(2) 是 逻辑 有 效 式 . (5) 是 
量词 否定 等 值 式 的 代 换 实例 . (6) 是 量词 分 配 等 值 式 中 的 一 个 逻辑 有 效 萄 涵 式 . 不 难 证 明 ， 
(9) (10) 也 是 逻辑 有 效 的 . (4)、(7)、(8) 既 不 是 逻辑 有 效 式 ,又 不 是 矛盾 式 . 它们 都 有 使 其 
为 真 的 解释 ,又 有 使 其 为 假 的 解释 . 

例 2.15 设 F(r): zz 是 人 . G(x): 工 爱 吃 辣 椒 有 人 给 出 命题 “不 是 所 有 人 都 爱 吃 藻 
椒 ”* 的 4 种 符号 化 形式 : 

(1) TVz(F(zr) AG(x)); 

(2) =aYVz (B(x)—>G(7)), 

(3) 7 Izx(F(r) AG(x)); 

(4) Iz F(z MTG) 
哪个 ( 些 ) 是 正确 的 ? 为 什么 ? 

答案 (2) 与 (4) 是 正确 的 . 

分 析 设 该 命题 为 A， -A 的 意思 是 * 所 有 人 都 爱 吃 辣椒 ”. -A 的 符号 化 形式 应 为 

VieC(hr GD 


区 


因而 A 的 符号 化 形式 应 为 
NECP (2)G(2)): 
A 的 另 一 种 表述 应 为 “有 的 人 不 爱 吃 辣椒 ”, 符 号 化 为 
RAG 
。5] 。 


(2) 与 (4) 是 等 值 的 : 
mVzCFCz) 一 GOCzr)) 
全 ”了 VzCnFCz)VGCz)) 
OIr(F(r) AnGCz)). 
将 (1) 翻 译 成 自然 语言 为 “不 是 所 有 事物 都 是 爱 吃 辣椒 的 人 ”,(3) 翻 译 成 自然 语言 为 “ 没 
有 人 爱 吃 辣椒 ”, 这 显然 都 与 原意 不 符 . 
例 2.16 ”有 人 说 无 法 求 公 式 VzCF(Cz) 一 GCz)) 一 3 了 zz,y) 的 前 束 范式 ,理由 是 两 个 
量词 的 指导 变 元 相同 . 他 的 理由 正确 吗 ? 给 出 该 公式 的 一 个 前 束 范式 . 
答案 他 的 理由 不 正确 . 3z 3z((F(z) 习 G(xz)) 习 H(z,y)) 是 该 公式 的 一 个 前 束 
范式 . 
分 析 ”此 人 忘掉 了 “ 换 名 规则 ”. 演算 过 程 如 下 : 
Vr(F(r) G(r))™> JrH(zr,y) 
SOVr(F(r)>G(7))™> JzH(z,y) ( 换 名 规则 ) 
SIrdz((F(r)>G(r))>H(z,y)). 


Vz(P(r)>G(7z)) > dzH(zxsy) 
SOVz(F(z)>G(z))> JrH(zr,y) ( 换 名 规则 ) 
全 3z3z(CCFCz) 一 G(z)) 一 五 (zy)). 
例 2.17 设 个 体 域 D={a,6b) ,在 DD 中 消去 公式 3zx(F(x) 人 VyG(y)) 中 的 量词 时 , 甲 、 
乙 给 出 了 不 同 的 演算 过 程 : 
甲 ， 3 了 zGCFGCz)AVyG(Cy)) 
SIF(r) A(G(a) AG(CO)) 
SO(F(a) A(G(a) AG(O))) VCFCO) A(G(a) 人 AG(CO))). 
乙 的 : 3JzGCFCz)AVyGCy)) 
SIzF(r) AVyG(y) 
SF(a) VF(b)) A(G(a) AG(0)). 
甲乙 的 结果 是 等 值 的 ,显然 乙 的 简单 些 , 为 什么 会 简单 些 ? 
答案 乙 使 用 了 量词 辖 域 收缩 等 值 式 ,缩小 了 3z 的 辖 域 . 
分 析 在 有 限 个 体 域内 消去 量词 时 ,如 果 能 将 量词 的 辖 域 尽量 缩小 ,能 简化 演算 过 程 . 


习 题 


2.1 在 一 阶 逻辑 中 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 鸟 都 会 飞翔 . 

(2) 并 不 是 所 有 的 人 都 爱 吃 糖 . 

(3) 有 人 爱 看 小 说 . 

(4) 没有 不 爱 看 电影 的 人 . 

2.2 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 列 命题 符号 化 ,并 指出 各 命题 的 真 值 . 个 体 域 分 别 为 
s 2s 


(a) 自然 数 集合 NCN 中 含 0). 

(b) 整数 集合 Z. 

(c) 实数 集合 R. 

(1) 对 于 任意 的 zx, 均 有 (zx 十 1)? 二 x? 十 2zx 十 1. 

(2) 存在 z, 使 得 z 十 2 一 0. 

(3) 存在 z, 使 得 5z 一 1. 

2.3 在 一 阶 逻辑 中 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 每 个 大 学 生 不 是 文科 生 就 是 理科 生 . 

(2) 有 些 人 喜欢 所 有 的 花 . 

(3) 没有 不 犯错 误 的 人 . 

(4) 在 北京 工作 的 人 未 必 都 是 北京 人 . 

(5) 任何 金属 都 可 以 溶解 在 某 种 液体 中 . 

(6) 凡 对 项 角 都 相等 . 

2.4 将 下 列 各 式 翻 译 成 自然 语言 ,然后 在 不 同 个 体 域 中 确定 它们 的 真 值 . 

(1) Vz jdy(z * y=0) 

(2) dz Vy (rx* y=0) 

(3) Vz jy (rx* y=1) 

(4) dz Vy(z * y=1) 

(5) Vz dy(x * y=x) 

(6) dz Vy(z * y=7x) 

(7) Vz Vy 3z(z 一 y 一 z) 

个 体 域 分 别 为 

(a) 实数 集合 R. 

(b) 整数 集合 Z. 

(c) 正 整 数 集合 Z+ . 

(d) R-{0}( 非 零 实 数 集合 ). 

2.5 (1) 试 给 出 解释 I ,使 得 

Vri(F(r)>G(7)) 与 Yr(F(r) AGCz)) 

在 五 下 具有 不 同 的 真 值 . 

(2) 试 给 出 解释 1 ,使 得 

3 了 zCFCz) AGCz)) 与 了 3zCFCz) 一 GCCzr)) 

在 下 具有 不 同 的 真 值 . 

2.6 设 解释 R 和 赋值 和 如 下 : Da 是 实数 集 ,a 王 0, 函数 f(z,y) 二 x 一 y, 谓 词 F(x,y) 
为 Xz 二 yso : o (z+) 二 0,0 (y) 二 1,0 (zx) 二 2. 在 解释 R 和 赋值 s 下 ,下 列 哪些 公式 为 真 ? 哪些 
为 假 ? 

(1) VYzF(f(aszr) sa). 

(C2) VzF(fOzsD sa) I "E(t (ys) 

(3) Vz(F(z,y)> Vy(F(y,z)> VzF (zx,z))). 


(4) Vx JyF(zx,f(f (zr,y),y)). 
2.7 给 出 解释 T, 使 下 面 两 个 公式 在 解释 工 下 均 为 假 , 从 而 说 明 这 两 个 公式 都 不 是 逻 
辑 有 效 式 . 
(1) Vz(F(z) VGCz)) 一 (VzFCz)VVzGCz)). 
(2) (IzF(x) A IzG(zD > Jz(F(z) AG(z)). 
2.8 试 寻找 一 个 闭 式 A, 使 A 在 某 些 解释 下 为 真 ,而 在 另外 一 些 解释 下 A 为 假 . 
2.9 试 给 出 一 个 非 封 闭 的 公式 A ,使 得 存在 解释 了 1, 在 I 下 ,A 的 真 值 不 确定 , 即 A 仍 
不 是 命题 . 
2.10 设 个 体 域 D 二 {a,b,c) ,在 DD 下 验证 量词 否定 等 值 式 . 
(1) TVYzrA(zr)S jr -A(z). 
(2) -43zrA(z)SO Vr "Al(z). 
2.11 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 面 命题 符号 化 ,并 且 要 求 只 使 用 全 称 量词 . 
(1) 没有 人 长 着 绿色 头发 . 
(2) 有 的 北京 人 没 去 过 香山 . 
2.12 设 个 体 域 D=={a,5,c) ,消去 下 列 各 公式 中 的 量词 . 
(1) VzFGz) 一 了 yGCCy). 
(2) Vz(F(zx) A jyG(y)). 
(3) 3z YyH(z,y). 
2.13 设 解释 了 为 : 个 体 域 Di = (一 2,3,6),a 一 3, 一 元 谓词 F(x): x 二 3,G(zx): 
ZX 之 5,R(z): xzs7. 在 T 下 求 下 列 各 式 的 真 值 . 
(1) Vzr(F(x) AGCz)). 
(2) Vr(R(r)>F(r)) VG(a). 
(3) 3z (F(z) VG(r)). 
2.14 求 下 列 各 式 的 前 束 范式 . 
(DD P(r VG 
(2) ”(VzFGry)V3yGCryy)). 
2.15 求 下 列 各 式 的 前 束 范 式 . 
(1) VzF(z)V jyG(z,y). 
(2) IJz(F(z)AVyG(zr,y,2))—> IzH(z,y,2z). 
题 2. 16 和 题 2. 17 为 选择 题 . 题目 要 求 是 从 供 选 择 的 答案 中 选 出 应 填 人 叙述 中 的 方 杠 
内 的 正确 答案 ， 
2. 16“ 取 个 体 域 为 整数 集 ,给 定 下 列 各 公式 . 
(1) Vr 3y (z。y 一 0). 
(2) Vz3 了 3y (z。y 王 1). 
(3) 3y #3zx (z。y 一 2). 
(4) VzVy3 了 3z(Cz 一 y 一 z). 
(5) zz 一 y 一 一 y 十 并 。 
(6) VzrVy (z。，y 一 y). 
夫 洒 十 所 


(7) Vz (x * y=x). 
(8) dz Vy (z 十 y 一 2y). 
在 上 面 公式 中 , 真 命题 的 为 |A|, 假 命题 的 为 |B|. 
供 选 择 的 答案 
A: @(1),(3),(4),(6); @(3),(4), (5); @(1), (3)， 4) (5); 图 (3)， (4)， (6)，(7). 
Bs DIN AI ON DOONAN BI OD A TN ON CENTINCYY. 
2.17 给 定 下 列 各 公式 . 
(1) (3zF (x)V VyG(y)) A(F(u) > VzH(z)). 
(2) 3z Fl(y,z)—> VyG(y). 
(3) Vz(F(zr,y)> VyG(zr,y)). 
A 是 (1) 的 前 束 范式 ,|B| 是 (2) 的 前 束 范式 ,|C| 是 (3) 的 前 束 范式 . 
答案 不 止 一 个 的 ,请 全 部 给 出 来 . 
供 选 择 的 答案 
A\B.C: OD IzVyVz(( -F(X) VG(y)) A(FO)—>H())); 
@VrVyVz(( TF(r) VG(Yy)) A(F(u) > H(z))); 


@ IrVy(F(y,r)>G(y)); @OVrVz(F(y,r)>G(z)); 
@VrVz( mF(y,r) VG(2)); ©@©VrIz(F(r,y) >G(r,z)); 
(@,) VrVz(F(zr,y) G(r,z)); @Vz VzCFCzy) 一 GOZyz)); 


@VzVr( TF(y,r) VG(z)). 
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第 3 章 尝 合 的 基本 潍 念 入 运算 
3.1 集合 的 基本 概念 


集合 是 不 能 精确 定义 的 基本 的 数学 概念 . 一 般 认 为 一 个 集合 指 的 是 一 些 可 确定 的 、 可 分 
辨 的 事物 构成 的 整体 . 对 于 给 定 的 集合 和 事物 ,应 该 可 以 断定 这 个 特定 的 事物 是 否 属于 这 个 
集合 . 如 果 属 于 ,就 称 它 为 这 个 集合 的 元 素 . 集合 可 以 由 各 种 类 型 的 事物 构成 . 例如 ， 

26 个 英文 字母 的 集合 ; 

PASCAL 语言 中 保留 字 的 集合 ; 

坐标 平面 上 所 有 点 的 集合 ; 

全 体 中 国人 的 集合 ; 

集合 通常 用 大 写 的 英文 字母 来 标记 . 例如 ,N 代表 自然 数 集合 (包括 0),Z 代表 整数 集 
合 ， Do R 代表 实数 集合 ,C 代表 复数 集合 . 

一 个 集合 的 方法 有 两 种 ,一 种 是 列 出 集合 的 所 有 元 素 , 元 素 之 间 用 逗号 隔 开 , 并 把 
Eee 例如 ， 


由 


A= {tabuerd}s 
其 中 a 是 A 的 元 素 , 记 作 a€EA. 同样 有 2EA,cEA 和 dd EA, 但 ee 不 是 A 的 元 素 , 可 记 作 
eA. 另 一 种 方法 是 用 谓词 概括 该 集合 中 元 素 的 属性 . 集合 
B={zx|P(zx)} 
表示 B 由 使 P(x) 为 真 的 全 体 工 构成 . 例如， 
了 一 (zl|zEZA3 一 z 委 6)， 
则 B={4,5,6}. 
一 般 来 说 ,集合 的 元 素 可 以 是 任何 类 型 的 事物 ,一 个 集合 也 可 以 作为 男 一 个 集合 的 元 
素 . 例如 ,集合 
A={a,{lb,c},d,{{d}}}. 
其 中 a€EA,{b,c}EA,dEA,{{d}}EA, 但 654A,{d} A. b 是 A 的 元 素 {0,c} 的 元 素 ,不 是 A 
的 元 素 . 可 以 用 一 ph ei dar erp 


在 每 个 层次 上 ,都 把 集合 作为 一 它 的 元 素 则 作为 它 的 儿子 .这 2 

样 ,A 集合 的 结构 如 图 3-1 所 示 . pt A 有 4 个 儿子 ,所 以 A 只 有 4 “ WA a 人 

个 元 素 ,而 人.c 和 {qd} 都 是 A 的 元 素 的 元 素 ,但 不 是 A 的 元 素 . be 二 
在 集合 论 中 ,人 们 还 规定 元 素 之 间 是 彼此 相 异 的 ,并 且 是 没有 次 序 关 1 

系 的 . 例如 ,集合 (3,4,5}、{3,4,4,4,5} 和 {5,3,4} 都 是 同一 个 集合 . 图 341 
下 面 考虑 两 个 集合 之 间 的 关系 . 


定义 3.1 设 A、B 为 集合 ,如 果 B 中 的 每 个 元 素 都 是 A 中 的 元 素 , 则 称 B 为 A 的 子 集 
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合 , 简 称 子 集 . 这 时 也 称 B 被 A 包含 .或 4 包含 B, 记 作 BSA. 如 果 B 不 被 A 包含 , 则 记 作 
B 生 A. 包含 的 符号 化 表示 为 
BCASOVYr(rEB>rEA). 

例如 ,A={0,1,2)},B=={0,1},C= 二 {1,2), 则 有 BCA,CSA, 但 B 王 C. 因为 存在 0,0EB 
但 0&C. 类 似 地 有 C 生 B. 

根据 定义 不 难得 到 : 对 任何 集合 S, 都 有 SS S. 

定义 3.2 设 A.B 为 集合 ,如 果 ASB 且 BSA, 则 称 4 与 B 相等 , 记 作 A=B. 符号 化 
表示 为 


A=BSOACBABEA. 

如 果 A 和 B 不 相等 , 则 记 作 A 和 了 B. 

由 以 上 定义 可 知 , 两 个 集合 相等 的 充分 必要 条 件 是 它们 具有 相同 的 元 素 . 例如 ， 

A={(zlz 是 小 于 等 于 3 的 素数 }， 
B={zx|zx=2Vzx=3}, 

则 A=B. 

定义 3.3 设 A.B 为 集合 ,如 果 BSA 且 B 关 A, 则 称 B 是 A 的 真子 集 , 记 作 BCA. 

如 果 B 不 是 A 的 真子 集 , 则 记 作 BCA. 这 时 ,或 者 B 生 A, 或 者 B=A. 

例如 ,{0,1} 是 {0,1,2} 的 真子 集 ,但 {1,3) 和 {0,1,2} 都 不 是 {0,1,2) 的 真子 集 . 

定义 3.4 不 含 任何 元 素 的 集合 称 作 空 集 , 记 作 名 . 空 集 可 以 符号 化 表示 为 

B={zr|z¥r}. 
空 集 是 客观 存在 的 ,例如 ， 
A 一 (zlzERAzz 十 1 一 0} 

是 方程 x? 十 1==0 的 实数 解 集 . 因为 该 方程 没有 实数 解 ,所 以 A= 2. 

定理 3.1 空 集 是 一 切 集 合 的 子 集 . 

证 明 任 给 集合 A, 由 子 集 定义 有 

GEAOVYrI(rEYD rEA), 

右边 的 蕴涵 式 中 因 前 件 xELC 为 假 ,所 以 整个 蕴涵 式 对 一 切 xz 为 真 , 因 此 SA 为 真 ，。 国 

推论 空 集 是 唯一 的 . 

证 明 ”假设 存在 空 集 @， 和 2;, ,由 定理 3.1 有 1 三 Cs: 和 ,SY1, 根 据 集合 相等 的 定 
义 得 |= 0,. 国 

例 3.1 确定 下 列 命题 是 否 为 真 . 

(1) GEL; (2) OG ELD; (3) WE{O) (4) GE{D}. 

解 (1),(3),(4) 为 真 ,(2) 为 假 . 

由 这 个 例题 不 难看 出 名 与 {名} 的 区 别 . 名 中 不 含有 任何 元 素 , 而 { 避 } 中 有 一 个 元 素 儿 ， 
所 以 B 关 {人 2). 

含有 个 元 素 的 集合 简称 n 元 集 , 它 的 含有 m 个 (m 三 nn) 元 素 的 子 集 称 作 它 的 m 元 子 
集 . 任 给 一 个 元 集 , 怎 样 求 出 它 的 全 部 子 集 呢 ? 举例 说 明 如 下 . 

例 3.2 A={a,b,c), 求 A 的 全 部 子 集 . 

解 将 A 的 子 集 从 小 到 大 分 类 : 


0 元 子 集 , 即 空 集 ,只 有 1 个 : 2. 

1 元 子 集 , 即 单元 集 , 有 C3 个 : {a},{b},{c}). 

2 元 子 集 ,有 C3 个 : {a,b},{asc},{b,c}. 

3 元 子 集 ,有 C3 个 : {a,b,c}. 

一 般 说 来 ,对 于 nn 元 集 A, 它 的 m(0 志 mm 过 nn) 元 子 集 有 C” 个 ,所 以 不 同 的 子 集 总 数 是 

C+Ci++C:, 

由 二 项 式 定理 不 难 证 明 这 个 和 是 2". 所 以 ,n 元 集 有 2" 个 子 集 . 

定义 3.5 设 A 为 集合 ,把 A 的 全 体 子 集 构 成 的 集合 称 作 A 的 震 集 , 记 作 P(A)( 或 
FA ,24). 符号 化 表示 为 

P(A) 王 {zlzSA). 
设 A={a,b,c) ,由 例 3.2 可 知 
P(A)={ @,{a},{b}, {ec}, (ta po) {asc}, {b,c}, {a,b,c}}. 

不 难看 出 , 若 A 是 n 元 集 , 则 P(A) 有 2" 个 元 素 . 

例 3.3 计算 以 下 寡 集 ; 

(QD P(OBY)s 

(2) P({@)); 

(3) P({G ,{G}}); 

(4) P({1,{2,3}}). 

解 (1) P(@)={G)}; 

(2) P({GB}))={G,{8})}; 

(3) P({G {GB}))={2 ,0}),{{G})}, {2 ,{G)}}; 

(4) P({1,{2,3}})={@,{(1},{{2,3}},{(1,{2,3)}}. 

定义 3.6 在 一 个 具体 问题 中 ,如 果 所 涉及 的 集合 都 是 某 个 集合 的 子 集 , 则 称 这 个 集合 
为 全 集 , 记 作 (或 器). 

全 集 是 个 有 相对 性 的 概念 ,由 于 所 研究 的 问题 不 同 ,所 取 的 全 集 也 不 同 . 例如 ,在 研究 
平面 解析 几何 的 问题 时 可 以 把 整个 坐标 平面 取 作 全 集 ; 在 研究 整数 的 问题 时 ,可 以 把 整数 集 
Z 取 作 全 集 . 


3.2 集合 的 基本 运算 


给 定 集合 A 和 B, 可 以 通过 集合 的 并 (U)、 交 ( 门 )、 相 对 补 ( 一 )、 绝 对 补 ( 一 ) 和 对 称 差 
( 田 ) 等 运算 产生 新 的 集合 . 
定义 3.7 设 A、B 为 集合 ,A 与 B 的 并 集 AUB. 交 集 ANMmB、B 对 A 的 相对 补 集 A 一 B 
分 别 定义 如 下 : 
AUB=({(zlzEAVzEB)}; 
AmB={zlzEAAzrzEB); 
4 一 B 一 {zlzEA4AAzEB)}. 
显然 ,AUB 由 A 或 B 中 的 元 素 构 成 ,ANB 由 A 和 B 中 的 公共 元 素 构成 ,A 一 B 由 属 
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于 A 但 不 属于 B 的 元 素 构成 . 例如 ， 
N= B=. C= 
则 有 
AUB={1,2,3,4}=BUA; 
ie {1}=BNA:; 
={2,3}; 
B—A={4}; 
C—A=%; 
BNC=8. 
当 两 个 集合 的 交集 是 空 集 时 , 称 它们 是 不 交 的 . 上 面 例子 中 的 B 和 C 是 不 交 的 . 
把 以 上 定义 加 以 推广 ,可 以 得 到 个 集合 的 并 集 和 交集 , 即 
AUA:U…UA,=(zlzEAVzEA:V…VzrEA,); 
AiNAsN:…NA,={r|rEA ArEAs 人 A…AzEA,)}. 
例如 ， 
加 正则 全 和 三 5 
{0,1}NMN{1,2}N{{0,1},{1,2)}}=. 


可 以 把 个 集合 的 并 和 交 简 记 为 A; 和 A, 即 
Ua=A UA UUA,; 


A=ANA NNA,. 
当 无 限 增 大 时 ,可 以 记 为 


Ua=a, UA:U… 


门 4=Anasn-… 
定义 3.8 设 巨 为 全 集 ,ASE, 则 称 A 对 E 的 相对 补 集 为 A 的 绝对 补 集 , 记 作 一 A, 即 
~A=E—A={zx|r€E Ax ¢A}. 
因为 下 为 全 集 ,在 所 研究 的 问题 中 ,任何 集合 的 元 素 x 都 是 的 元 素 , 也 就 是 说 ,x EE 
是 真 命题 . 所 以 一 A 可 以 定义 为 
~A= {zr|r¢A). 
例如 ， 
E={0,1,2,3}, A={0,1,2}, B={0,1,2,3}, C=8, 
则 
~A={3}, ~B=2, ~C=E. 


六 名 


定义 3.9 设 A.B 为 集合 , 则 A 与 B 的 对 称 差 是 
A 中 B=(4A 一 B)U(CB 一 A). 
例如 ， 
站 三 的， B= 2) 
则 有 
4 中 B 王 (0,1}U{3} 一 (0,1,3}. 
A 与 B 的 对 称 差 还 有 一 个 等 价 的 定义 , 即 
A@®@B= (AUB)—(ANMB). 
在 上 面 的 例子 中 用 这 种 定义 也 可 以 得 到 同样 的 结果 , 即 
A@@B={0,1,2,3}—{2}={0,1,3}. 
集合 之 间 的 相互 关系 和 有 关 的 运算 可 以 用 文 氏 图 (John Venn) 给 予 形象 描述 , 文 氏 图 
的 构造 方法 如 下 . 
首先 画 一 个 大 和 矩形 表示 全 集 下 ,其 次 在 矩形 内 画 一 些 圆 (或 任何 其 他 的 适当 的 闭 曲线 )， 
用 圆 的 内 部 表示 集合 . 在 一 般 情况 下 ,如 果 不 特 殊 说 明 , 这 些 表示 集合 的 圆 应 该 是 彼此 相交 
的 . 如 果 已 知 某 两 个 集合 是 不 交 的 , 则 表示 它们 的 圆 彼此 相 离 . 通常 在 图 中 画 有 阴影 的 区 域 


表示 新 组 成 的 集合 . 图 3-2 是 一 些 文 氏 图 的 实例 . 
7 E 
y 名 
WD | CE) 


S09 


(a) ANB-8 (b)4cB (o4UB (d) ANB 
PO 7 上 .上 
了 E 妈 % YE pr (TD E 
N N 7 EO 
pp 3 
(e) 4-B (f)~A (® A@B (h) (4nB)-C 
图 3-2 


任何 代数 运算 都 遵从 一 定 的 算 律 ,集合 运算 也 不 例外 . 下面 列 出 的 是 集合 运算 的 主要 算 
律 ,其 中 的 A.B、C 表示 任意 的 集合 . 


窜 等 律 AUA=A; (3 
ANA=A. (3.2) 
结合 律 (AUB)UC=AU (BUO); 《3.37 
(ANBIMC=ANBNO). (3. 4) 
交换 律 AUB=BUA; 《3 5 
ANB=BNA. (3.6) 
分 配 律 AUCBnc)=(AUB)ImCAUC); (3.7) 
AN(BUO=CAN BYUCANOGO). (3. 8) 
同一 律 AUYL=A; 《3592 


ANE=A. {3.10) 


零 律 AUE=E; (3 


ANMNG=8. Ca 
排 中 律 AU~A=E. (53, 
矛盾 律 AN~A=8. C3. 
吸收 律 AUCAnmB)=A; C3 
AN(AUB)=A. C3 
德 . 摩根 律 A—BUC)=(A—B)NN (MA—O); C3; 
(3.17~3. 20) A—(BNMNO)=(A—B)U'(A—O); (3 
~(BUC=~BN~C; 《35 
~(BNO=~BU~C:; 《和 
~Z=E; 《3 
一 下 一 他. 《3 
双重 否定 律 ~(~A)=A. (3. 


11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
162 
了 


“18) 


19% 
20) 
21) 
22) 
23) 


以 上 恒等式 的 证 明 主要 用 到 命题 演算 的 等 值 式 . 证 明 的 基本 思想 是 : 欲 证 P 二 Q, 即 证 


PSQAQSP， 
也 就 是 要 证 对 任意 的 zx 有 
XEP=>rEQ 和 xzEQ=>>zEP 
成 立 ,把 这 两 个 式 子 合 到 一 起 就 是 
rEPOrEQ. 
例 3.4 证 明 式 (3.17), 即 
A—(BUC)=(A—B)N(A—O). 


证 明 ”对 任意 的 x， 

ZEA 一 (BUC) 
OrEANrEBUC 
SOrEAAN"(rEBUC) 
全 rzEAAnmCzEBVzEC) 
兮 ZEAACmZEBAnmzEC) 
OrEAN(rEBArEC) 
SO(rEA NrEB)N(rEAANrEC) 
SrEA—BArEA—C 
SrE(A—B)NAT—O). 


A—(BUC)=(A—B)N (A—O). 


除了 以 上 的 算 律 以 外 ,还 有 一 些 关 于 集合 运算 性 质 的 重要 结果 . 由 于 篇 幅 所 限 , 有 关 的 


证 明 略 去 , 仅 把 结论 列 在 下 面 , 供 读者 参考 . 


AmnBSA，A4AnBSB. (3.24) 
ACAUB, BSAUB. (3.25) 
A—BCA. (3..26) 


#6 


A—B=AN~B. (3,27) 


AUB=BSEOACBSOANB=ASA—B=8. (3. 28) 
A@®B= BOA. (3. 29) 
(4 四 B) 申 C 一 4 四 (BC). (3. 30) 
ADBYGZ=A. (本 0 
A@A= 8. 2 
A@®B=AMC=>B=C. (3. 33) 
式 (3.27) 建 立 了 相对 补 运算 和 交 运 算 之 间 的 联系 . 可 以 利用 它 把 相对 补 转变 成 交 . 请 


看 例 3. 5. 
例 3.5 证 明 (A 一 B)UB=AUB. 
证 明 (A 一 B)UB=(AN~B)UB 
=(AUB)N(~BUB) 
=(AUBNE 
=AUB. 
式 (3.28) 给 出 了 ASB 的 3 种 等 价 的 定义 ,这 不 仅 提供 了 证 明 两 个 集合 之 间 包 含 关 系 
的 新 方法 ,同时 也 可 以 用 于 集合 公式 的 化 简 . 
例 3.6 化 简 (CAUBUONCAUB)) 一 ((AU(B 一 C0) 几 1A). 
解 因为 AUBSEAUBUC,ASEAU(CB 一 C) ,由 式 (3. 28) 有 
(AUBUCInCAUB)=AUB， 
(AU(CB 一 C))mA=A， 
所 以 , 原 式 是 
(AUB)—A=B—A. 
例 3.7 设 ASB. 证 明 ~BES 一 A. 
证 明 已 知 ASB, 由 式 (3.28) 得 BA=A. 所 以 
~BU~A= 一 (BnA)=~A.， ( 德 。 摩 根 律 ) 
再 利用 式 (3. 28) 有 
~BE~A. 
式 (3.29) 一 式 (3.33) 是 关于 对 称 差 运算 的 算 律 ,前 4 条 可 通过 对 称 差 的 定义 加 以 证 明 ， 
最 后 一 条 叫 消去 律 , 它 的 证 明 在 例 3. 8 中 . 
例 3.8 已 知 A@BB=A@C, 证 明 B=C. 


证 明 A@B= AC. 《区 知 

则 有 AM(ABB)=AM(AMO), 
(A@®BA)@ B=(A@A)@C， (结合 律 ) 
Of 四 B=ZC， ( 式 (3. 32)) 


所 以 B=C. ( 式 (3. 29) 和 式 (3. 31)) 


。62 。 


3.3 ”集合 中 元 素 的 计数 


集合 A=={1,2,…,n} , 它 含 有 7 个 元 素 , 可 以 说 这 个 集合 的 基数 是 n, 记 作 
card A=n. 
所 谓 基 数 , 是 表示 集合 中 所 含 元 素 多 少 的 量 . 如 果 A 的 基数 是 ,也 可 以 记 为 |A|==n, 显 然 
空 集 的 基数 是 0, 即 | |=0. 
定义 3.10 设 A 为 集合 , 若 存 在 自然 数 n(0 也 是 自然 数 ) ,使 得 |1A|=card A=n, 则 称 
A 为 有 穷 集 , 否 则 称 A 为 无 穷 集 . 
例如 ,{fa,o,c} 是 有 穷 集 ,而 NZ.Q、R 都 是 无 穷 集 . 
有 穷 集 的 基数 很 容易 确定 ,而 无 穷 集 的 基数 就 比较 复杂 了 ,这 里 不 讨论 这 个 问题 . 本 节 
所 涉及 的 计数 问题 是 针对 有 穷 集 而 言 . 让 我 们 先 看 一 个 简单 的 例子 . 
例 3.9 有 100 名 程序 员 , 其 中 47 名 熟悉 FORTRAN 语言 ,35 名 熟悉 PASCAL 语言 ， 
23 名 熟悉 这 两 种 语言 . 问 有 多 少 人 对 这 两 种 语言 都 不 熟悉 ? 
解 ” 设 A、B 分别 表 示 熟 悉 FORTRAN 和 PASCAL 语言 的 程序 员 的 集合 , 则 该 问题 可 
以 用 图 3-3 来 表示 . 将 熟悉 两 种 语言 的 对 应 人 数 23 填 到 A 门 B 的 区 域内 ,不 难得 到 A 一 B 
和 B 一 A 的 人 数 分 别 为 
I|A—BI|=|A| 一 |ANMB|=47 一 23=24， 
I|B—A|l=|1B| 一 |ANMB|=35 一 23=12， 


从 而 得 到 
IAUB|=24 二 23 十 12=59， 
|~(AUB)|=100 一 59 一 41， 
所 以 ,两 种 语言 都 不 熟悉 的 有 41 人 . 

使 用 文 氏 图 可 以 很 方便 地 解决 有 穷 集 的 计数 问题 . 首先 根据 已 知 条 件 把 对 应 的 文 氏 图 
面 出 来 . 一 般 来 说 ,每 一 条 性 质 决 定 一 个 集合 .有 多 少 条 性 质 , 就 有 多 少 个 集合 . 如 果 没 有 
特殊 的 说 明 ,任何 两 个 集合 都 是 相交 的 . 然后 将 已 知 集合 的 基数 填 入 表示 该 集合 的 区 域内 . 
通常 是 从 几 个 集合 的 交集 填 起 ,接着 根据 计算 的 结果 将 数字 逐步 填 人 其 他 空白 区 域内 ,直到 
所 有 区 域 都 填 好 为 止 . 

例 3.10 求 在 1 和 1000 之 间 不 能 被 5 或 6. 也 不 能 被 8 整除 的 数 的 个 数 . 

解 设 1 到 1000 之 间 的 整数 构成 全 集 E,A、B、C 分 别 表示 其 中 可 被 5、6 或 8 整除 的 数 
的 集合 . 文 氏 图 如 图 3-4 所 示 . 


守 后 可 沁 


在 ANBNC 中 的 数 一 定 可 以 被 5.6 和 8 的 最 小 公 倍数 [5,6,8] 二 120 整除 , 即 
IANBNC|=L1000/[5,6,8]|=L1000/120 |=8, 
其 中 Lx 上 康 示 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 . 然后 将 8 填 人 AnmBmnc 的 区 域内 . 
同样 可 得 
IANB|=L1000/[5,6]|=L1000/30 上 = 33, 
IANC|=L1000/[5,8j|=L1000/40 片 25， 
1BNC|=L1000/[6 ,8]|=l1000/24 片 41. 
然后 将 33 一 8 二 25,25 一 8 二 17,41 一 8 二 33 分 别 填 人 邻近 的 3 块 区 域 . 
最 后 计算 


|A|=L1000/5 |=200， 
|B|=L1000/6 |=166, 
IC|=L1000/8 片 125. 
根据 这 些 结果 , 剩 下 的 区 域 就 不 难 填 出 来 了 ,从 而 得 到 
IAUBUC|=400. 
所 以 ,不 能 被 5.6 和 8 整除 的 数 有 600 个 . 
除了 使 用 文 氏 图 的 方法 外 ,对 于 集合 的 计数 还 有 一 条 重要 的 定理 一 一 包含 排斥 原理 . 下 
面 介 绍 这 个 定理 . 
设 S 是 有 穷 集 ,P, 和 P; 分 别 表示 两 种 性 质 ,对 于 S 中 的 任何 一 个 元 素 x, 只 能 处 于 以 
下 4 种 情况 之 一 : 只 具有 性 质 Pi; 只 具有 性 质 P: ;具有 P! 和 Ps 两 种 性 质 ;两 种 性 质 都 没 
有 . 令 A! 和 As 分 别 表示 S 中 具有 性 质 P! 和 Ps 的 元 素 的 集合 .为 使 表达 式 简洁 ,对 任何 
集合 也 ,用 巨 代替 一 B. 由 文 氏 图 不 难得 到 以 下 公式 : 
14A,na:|=1Ss| 一 (4 十 14 ) 十 14AmnA,|， 
这 就 是 包含 排斥 原理 的 一 种 简单 形式 . 
如 果 涉 及 3 条 性 质 ,包含 排斥 原理 的 公式 则 变 成 : 
14A,na:na:|=1S| 一 (1A,1 十 1A:| 十 14 上) 十 (AmnAsl 
十 |AnaA:|+|l4A:naA:,l) 一 Ana: naA;| 
一 般 来 说 , 设 S 为 有 穷 集 , Pi ,P, ,…,P, 是 m 条 性 质 . S 中 的 任何 一 个 元 素 x 对 于 性 
质 P;(i 二 1,2,…,m) 具 有 或 者 不 具有 ,两 种 情况 必 居 其 一 . 令 A; 表示 S 中 具有 性 质 P; 的 
元 素 构成 的 集合 ,那么 包含 排斥 原理 可 以 叙述 为 定理 3. 2. 
定理 3.2 S 中 不 具有 性 质 P,P;,…,P,, 的 元 素数 是 


[ANAsN-…NA,| 
=|S| — BIAl+ 3) 1ANAI 
i=1 1<i<j<m 


一 多 IANANAN+R+(—D"| ANAN..NA,. 


证 明 等 式 左边 是 S 中 不 具有 性 质 Pi: ,P: ,…,P。 的 元 素数 . 我 们 将 要 证 明 : 对 S 中 
的 任何 元 素 ,如 果 它 不 具有 这 m 条 性 质 , 则 对 等 式 右边 的 贡献 是 1; 如 果 x 至 少 具 有 其 中 
的 一 条 性 质 , 则 对 等 式 右 边 的 贡献 是 0. 
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设 二 不 具有 性 质 P, ,P, ,…,P, ,那么 zxEAi,i 王 1,2,…,m. 对 任何 整数 i 和 j ,1 二 i 过 j 
三 m, 都 有 x 人 A; 门 A;. 对 任何 整数 ij 和 A&,1 委 ij) 二 和 2 都 有 ZEA 站 Ai 站 Am…zE 
A 站 As 门 … 门 A,. 但 是 zES, 所 以 在 等 式 右边 的 计数 中 它 的 贡献 是 
1 一 0 十 0 一 0 十 … 十 (一 1D)”。0 一 1. 


设 工 具有 条 性 质 ,1<mn<m, 则 工 对 |S| 的 贡献 是 1, 即 C3, 对 六 141 项 的 贡献 是 
Ci=n. 对 和 AnAi| 项 的 贡献 是 @,…, 对 1A mA:m…mA。| 项 的 贡献 是 C*。 所 


1<i<j<m 
以 ,z 对 等 式 右边 计数 的 总 贡献 是 
= TG = (= (nm) 
@ 一 CI 十 CG 一 … 十 (一 D"C?. 


根据 二 项 式 定 理 不 难得 到 上 面 式 子 的 结果 是 0. 国 
推论 在 S 中 至 少 具有 一 条 性 质 的 元 素数 是 
|IAiUA:U…UA。l| 
= 做作 3 Tava 
i=1 1<i<j<m 
+ > ANANANOo…+t(—D"IANAN.NA,|. 
1<i<j<k<m 
证 明 1AUA:U…UA。 


一 |S| 一 |AUA:U…UA。| 
=|S|—|AiNA:N-…NA, |. 
将 定理 3. 2 的 结果 代入 即 可 得 证 . 国 

考虑 例 3. 10, 由 包含 排斥 原理 可 得 

IANA:NA; | 
==|S| 一 (A 十 |Azs1l 十 |As1) 二 (ANnAsl 二 +|A1NA;| 
+|A; 站 As1) 一 |AiNMA;NMA;,| 
二 1000 一 (200 十 166 十 125) 十 (33 十 25 十 41) 一 8 
一 600. 
这 恰好 与 用 文 氏 图 所 求 得 的 结果 是 一 致 的 . 

例 3.11 某 班 有 25 个 学 生 , 其 中 14 人 会 打 篮 球 ,12 人 会 打 排球 ,6 人 会 打 篮 球 和 排 
球 ,5 人 会 打 篮球 和 网 球 , 还 有 2 人 会 打 这 3 种 球 . 而 6 个 会 打 网 球 的 人 都 会 打 另 外 一 种 球 
( 指 篮 球 或 排球 ) , 求 不 会 打 这 3 种 球 的 人 数 . 

解 ” 设 会 打 排球 .网球 、 篮 球 的 学 生 集合 分 别 为 A.B 和 C, 则 有 

IA|=12，1B|=6,， |Cl=14， 1S| 王 25， 
IANCI=6, |BNMNCI=5, IANBNMC|I=2. 
现在 求 |APB|. 因为 会 打 网 球 的 人 都 会 打 另 外 一 种 球 , 即 篮球 或 排球 .而 其 中 会 打 篮 球 的 
有 5 人 ,那么 另 一 个 人 肯定 会 打 排球 但 不 会 打 篮 球 . 再 加 上 会 打 3 种 球 的 2 人 ,共有 3 人 会 
打 排 球 和 网 球 . 即 |APB|=3. 根据 定理 3. 2 有 
IAnBnmcl=25 一 (12 十 6 十 14) 十 (3 十 6 十 5) 一 2 一 5. 
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例 3.12 ”一 个 班 里 有 50 个 学 生 ,在 第 一 次 考试 中 有 26 人 得 5 分 ,在 第 二 次 考试 中 有 
21 人 得 5 分 . 如 果 两 次 考试 中 都 没 得 5 分 的 有 17 人 ,那么 两 次 考试 都 得 5 分 的 有 多 少 人 ? 
解 1 设 A、B 分别 表示 在 第 一 次 和 第 二 次 考试 中 得 5 分 的 学 生 的 集合 ,那么 有 
1S|=50， 1A|=26，1B|=21,， |ANMB|=17. 
由 包含 排斥 原理 有 


IANBI=|S| 一 (AI+|B|)+|ANMB|, 
即 
IANBI=|ANBI—|SI+|Al+|BI 
二 17 一 50 十 26 十 21 
=14. 
有 14 人 两 次 考试 都 得 5 分 . 


解 2 面 出 文 氏 图 ,如 图 3-5 所 示 . 因为 首先 要 填 和 人 ANB 中 的 
人 数 正 是 题目 所 要 求 的 ,所 以 设 它 为 ,然后 填 人 其 他 区 域 中 的 数 Ce 
字 , 并 列 出 方程 如 下 ， 加 
(26 一 z) 十 z 十 (21 一 z) 十 17 一 50. 图 3-5 


解 得 zx 一 14. 

例 3.13 求 欧 拉 函数 的 值 . 

欧 拉 函数 $ 是 数论 中 的 一 个 重要 函数 ,在 密码 学 中 有 着 重要 的 应 用 . 设 n 是 正 整 数 ， 
$(n) 表 示 {0,1,…,n 一 1) 中 与 互 素 的 数 的 个 数 . 例如 ,%(12) 一 4, 因 为 与 12 互 素 的 数 有 
1,5,7,11. 这 里 认为 $(1) 二 1. 下 面 利用 包含 排斥 原理 给 出 欧 拉 函数 的 计算 公式 . 

给 定 正 整 数 n,n 二 pr p2…pr 为 n 的 素 因子 分 解 式 , 令 

A; 二 {zx10 过 x 过 n 一 1 且 pi; 整除 zx}， i 二 1,2,…,k 


那么 

$n)=|AiNAN.…NA,l. 
下 面 计算 等 式 右 边 的 各 项 . 

|A;|= 宇 ，i=1,2,*,k 

Pp: 
[ANA l= 1<i<j<n 
se n 

ANANe NA 

根据 包含 排斥 原理 


$(n)= IAi NA;, MN.…NALl 


(六 + 于 +…+ 斑 ]+( EE ) 
pi Pp: per pip: pips Pr-ipe 


总 6 汉 


例如 ,60 王 22 X3X5, 根 据 上 述 公式 得 
1 i ee 
$(60) oo(1 上 人 二)( 3 60XF X53X5=16. 
与 60 互 素 的 正 整 数 有 16 个 ,它们 是 1,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,49,53,59. 


3.4 题 例 分 析 


例 3. 14 一 例 3. 17 为 选择 题 . 

例 3.14 设 下 表示 一 年 级 大 学 生 的 集合 ,S 表示 二 年 级 大 学 生 的 集合 ,R 表示 计算 机 
科学 系 学 生 的 集合 ,M 表示 数学 系 学 生 的 集合 ,T 表示 选修 离散 数学 的 学 生 的 集合 ,L 表示 
爱好 文学 的 学 生 的 集合 ,P 表示 爱好 体育 运动 的 学 生 的 集合 , 则 下 列 各 句子 所 对 应 的 集合 表 
达 式 分 别 是 什么 ? 

(1) 所 有 计算 机 科学 系 二 年 级 的 学 生 都 选修 离散 数学 . [A| 

(2) 数学 系 的 学 生 或 者 爱好 文学 或 者 爱好 体育 运动 . |B 

(3) 数学 系 一 年 级 的 学 生 都 没有 选修 离散 数学 .|C 


(4) 只 有 一 、 二 年 级 的 学 生 才 爱好 体育 运动 . |D 


(5) 除去 数学 系 和 计算 机 科学 系 二 年 级 的 学 生 外 都 不 选修 离散 数学 . |E 
A\.B.C.D.E: O TE(MUBR)NS; ORNSET; OMNDNT=Y; @ MELUP; 


@PEFUS; © SsS—MUR)EP. 

答案 A: @; B: @; C: @; DD: ©; E: 0. 

分 析 (1) 计算 机 系 二 年 级 学 生 的 集合 为 R 门 S, 选 修 离散 数学 的 学 生 的 集合 为 ,前 
者 为 后 者 的 子 集 . 

(2) 数学 系 学 生 的 集合 为 M, 爱 好 文学 或 爱好 体育 运动 的 学 生 的 集合 为 LUP, 前 者 为 
后 者 的 子 集 . 

(3) 数学 系 一 年 级 学 生 的 集合 为 MN 站 下 ,选修 离散 数学 学 生 的 集合 为 ,这 两 个 集合 
不 交 . 

(4) 只 有 pp 才 g ,这 种 句 型 的 逻辑 含义 是 如 果 g 则 p. 所 以 ,这 句 话 可 解释 为 : 爱好 体育 
运动 的 学 生 一 定 是 一 、 二 年 级 的 学 生 . 爱好 体育 运动 的 学 生 构 成 集合 已 ,一 、 二 年 级 的 学 生 
构成 集合 FUS, 前 者 是 后 者 的 子 集 . 

(5) 除去 p 都 不 gq, 这 种 句 型 的 逻辑 含义 可 解释 为 如 果 g 则 p. 原来 的 句子 就 变 成 : 选 
修 离散 数学 的 学 生 都 是 数学 系 和 计算 机 科学 系 二 年 级 的 学 生 . 所 以 TSE CMUR) 门 S. 

例 3.15 设 S 一 (1,2,…,8,9},S: 一 (2,4,6,8},S: 一 (1,3,5,7,9},S, 一 (3,4,5)， 
Si 一 {3,5). 确 定 在 以 下 条 件 下 X 可 能 与 S; ,…',Ss 中 哪个 集合 相等 . 

(1) 若 XPs: 王 好, 则 |A|. 


(2) 若 XSS, 但 XIms:= 纪 , 则 


巴 


二 让 二 


(3) 若 XSS 且 X 竺 5; , 则 [Cl. 

(4) 若 X 一 $= 二 多 , 则 |D|. 

(5) 车 XSSs 且 X 壬 Si, 则 |El. 

供 选 择 的 答案 

A.B.C.D.E: OX=5S: 或 S;; ©@OX=S, 或 5;; @X=5i,S; 或 Ss; @X 与 其 中 任何 集 
合 都 不 等 ; @X 一 S:; @X=S;; OX=5; 或 5;; @X=Ss 或 5,. 

答案 A: ©; B: ©; C: @; D: ©@; E: @. 

分 析 (1) 和 Ss 不 交 的 集合 不 含 3 和 5, 只 能 是 S:. 

(2) 只 有 Ss 和 Ss 是 Ss 的 子 集 ,但 S, 门 S$; 隆 名 ,所 以 ,Ss 满足 要 求 . 

(3) X 生 Ss 意味 着 X 中 必 含 有 偶数 ,S,、S, 和 Ss 中 含有 偶数 并 且 都 是 S, 的 子 集 . 

(4) 由 X 一 S;= 二 多 知 XS; ,那么 X 可 能 是 S; 或 5;. 

(5) 由 于 S:;SSi ,所 以 XSES:SSi ,与 X 呈 Si 矛盾 . X 与 这 5 个 集合 中 的 任何 一 个 都 


不 相等 . 


例 3.16 对 24 名 科技 人 员 进 行 掌握 外 语 情况 的 调查 . 其 统计 资料 如 下 : 会 英 、 日 , 德 


和 法 语 的 人 数 分 别 为 13、5、10 和 9 人 . 其 中 同时 会 英语 和 日 语 的 有 2 人 . 同时 会 英语 和 法 


语 


至, 或 者 同时 会 英语 和 德语 ,或 者 同时 会 德语 和 法 语 两 种 语言 的 各 有 4 人 . 会 日 语 的 人 既 不 


懂 法 语 也 不 懂 德语 . 由 上 述 资料 ,知道 在 这 24 名 人 员 中 只 掌握 一 门 外 语 的 人 数 : 会 英语 的 


有 |A 人 ,会 法 语 的 有 [B 人 ,会 德语 的 有 Cl 人 和 会 日 语 的 有 |D| 人 . 同时 会 英 、 德 和 法 语 3 种 语 
言 的 有 I 人. 

供 选 择 的 答案 

ABC.DE: Do; ©1; 2; @O3; 4; ©5; D6; ®7; @8; Or. 


答案 A: ©; B: ©; C: @; D: 四; E: ©@. 
分 析 解 1 文 氏 图 法 . 
令 A、B、C.D 分 别 表示 会 英 、 法 、 德 .日 语 的 人 的 集合 .根据 题 意 画 出 文 氏 图 如 图 3-6 所 
B 4 万 示 . 设 同时 会 3 种 语言 的 有 x 人 ,只 会 英 .法 或 德语 一 种 语言 
的 分 别 为 m 、y ys 人 .将 xz、 wy 和 ys 填 人 图 中 相应 的 区 域 
中 ,然后 依次 填 人 其 他 区 域 的 人 数 . 


人 请 看 图 3-6. 由 图 列 出 方程 组 如 下 : 


十 2(4 一 zx) 十 z 十 2 一 13， (0 
€ 十 2(4 一 Xx) 十 = 二 9， @ 
图 3.6 十 2(4 一 Z) 十 并 一 10， (@) 
Wi 十 yz 十 ys 十 3(4 一 z) 十 xX 十 5 一 24. @ 
将 式 @ . 式 思 和 式 回 相 加 得 
© 


十 和 十 Y 和 十 6(4 一 xz) 二 3x 十 2 二 32， 


@@ 一 @ 得 


M4—2) T2223=85 
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解 得 


再 代入 式 @\ 式 @ 和 式 @, 解 得 
N=4, y=2, ys=3. 
解 2 包含 排斥 原理 法 . 
由 题 意 ,只 会 日 语 的 有 5 一 2 二 3 人 . 因此 会 英 .法 或 德语 的 有 24 一 3 二 21 人 . 先 不 考虑 会 
日 语 的 人 . 设 A、B、C 分 别 表示 会 英 法、 德语 的 人 的 集合 ,由 已 知 条 件 有 
IAUBUCI=21, |A|=13, |B|=9, |C|=10. 
IANBI=4, |ANMCI=4,， 1BNC|=4. 
令 |ANBNC|=x. 由 包含 排斥 原理 有 
IAUBUC|I=(AI+|BI+|CI)—(ANBI+IANCI+IBNCI)+IANBNMC|, 
代入 相应 的 数字 解 得 |1AmnBmncl=1. 从 而 得 到 
IAA 一 (CBUC)I=14AI 一 (AnBI+IAnCcbD+IAnBncCI 
二 13 一 (4 十 4) 十 1 
一 6. 
因为 这 6 人 中 还 有 2 人 会 日 语 , 所 以 只 会 英语 的 人 数 应 该 是 6 一 2 一 4. 同 理 求 得 
1B 一 (AUC)|=9 一 (4 十 4) 十 1 一 2， 
1C 一 (AUB)1=10 一 (4 十 4) 十 1 一 3. 
例 3.17 设 ST.M 是 集合 ,图 3-7 给 出 5 个 文 氏 图 .那么 (a)、(b)、(c)、(d) 和 (e) 图 的 


阴影 部 分 的 区 域 所 代表 的 集合 表达 式 分 别 是 |A| JB| .IC JD| JE|. 


供 选 择 的 答案 
ABC.DE: OSNM—T; OSUM; OQ(SUM—T; OTOM) —S; 
@SNTUM; OTUM)—S; ODT— (SUM); @T 一 (S 一 M); 
@S—DN NM; DSNM US—T). 
答案 A: @; B: @; C: ;DD: ;EE: @. 
分 析 可 使 用 排除 法 . 是 SN 站 M 的 子 集 , 不 是 任何 阴影 区 域 的 集合 表达 式 . 同 理 可 
知 @@、@、@@ 和 @ 也 不 符合 题 意 . 剩 下 的 5 个 集合 表达 式 显 然 分 别 对 应 于 5 个 文 氏 图 . 根据 
每 个 表达 式 就 不 难 找到 相应 的 图 了 . 
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例 3.18 设 A、B.C 为 任意 集合 ,判断 下 述 命 题 是 否 恒 真 ,如 果 恒 真 给 出 证 明 , 否 则 举 
出 反例 . 
(1) AUB=AUC=B=C. 
(2) ABDB=A=B= 8. 
(3) AN(B—C)=(ANB)— (ANO). 
(4) (ANB)U(B—A)=B. 
答案 
(1) 不 是 恒 真 . 反例 A={1,2),B={1},C= {2}. 
(2) 恒 真 . 证 明 如 下 : 
假设 B 关 如 , 则 存在 xEB. 若 zEA, 则 xz&A 田 B, 与 A 四 B=A 了 矛盾 . 若 x+4A, 则 EE 
A@B, 也 与 A@@B=A 矛盾 . 
(3) 恒 真 . 证 明 如 下 : 
ANB)—(ANMNO=(ANBDN~ANCO=ANBDN ~AU~O) 
=(ANBN~A)U(ANBN~O=2ZUANBN~C=ANBN~C 
=AN(BN~O=AN(B—O). 
(4) 恒 真 .证 明 如 下 : 
(ANB)U(B—A)=(ANB)U (BN~A)=BN (AU~A)=BNE=B. 
分 析 
(1) 在 集合 等 式 两 边 进行 相同 的 集合 运算 ,得 到 的 结果 仍旧 是 等 式 . 例如 ,由 B=C 可 
以 得 到 AUB=AUC.ANMB=ANMNC.A 一 B=A 一 C 等 . 但 是 逆 过 程 不 成 立 , 即 AUB= 
AUC 不 能 推出 B=C. 同样 地 ,ANMB=ANC 或 者 A 一 B==A 一 C 也 不 能 推出 B==C. 这 说 
明 集 合 的 并 、 交 和 补 运算 不 满足 消去 律 . 
(2) 这 个 命题 的 逆 命 题 显 然 为 真 . 因此 该 命题 可 以 强化 成 : A@B==A 全 B= 二 名 ,这 说 明 
名 是 集合 外 运算 的 单位 元 . 关于 单位 元 的 概念 将 在 第 9 章 叙 述 . 
(2)、(3) 和 (4) 涉 及 集合 恒等式 的 证 明 . 证 明 集 合 恒等式 P=Q 的 主要 方法 有 以 下 
3 种. 
方法 1 命题 演算 法 ,相当 于 证 明 两 个 方向 的 包含 ,具体 书写 规范 是 
任 取 z, 然 后 证 明 
ZEP 一 … 全 ZEQ， 
ZEQ 一 … 一 GEP. 
有 时 某 个 方向 的 包含 是 显然 的 结果 ,那么 只 需 证 明 其 中 的 一 个 方向 . 而 当 以 上 两 个 方 
向 的 推理 互 为 着 过 程 时 ,可 以 将 这 两 个 过 程 合 写成 一 个 过 程 , 即 
XEPO“OrEQ. 
在 这 种 情况 下 ,必须 保证 推理 的 每 一 步 都 是 可 逆 的 , 即 由 左边 可 推出 右边 ,同时 由 右边 
也 可 以 推出 左边 . 
方法 2 人 恒 等 变 形 法 . 本 题 (3) 与 (4) 的 证 明 使 用 了 这 种 方法 . 使 用 恒 等 变 形 法 必须 熟 
悉 集 合 恒 等 式 和 一 些 常用 的 结果 ,如 A 一 B= 二 A 站 ~B 等 . 
方法 3 反 证 法 . (2) 的 证 明 使 用 了 这 种 方法 . 
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例 3.19 设 A.B 为 集合 , 试 确定 下 列 各 式 成 立 的 充分 必要 条 件 . 
= 
(2 入 一 避 二 加 二 沪 ， 
(3) ANB=AUB. 
答案 (1) A=B=. 
(2) A=B. 
《37 A=B; 
分 析 求解 这 类 问题 可 能 用 到 集合 恒等式 不 同 集合 之 间 的 包含 关系 ,以 及 文 氏 图 等 . 
具体 求解 过 程 可 以 说 明 如 下 . 
(1) 由 A 一 B==B 得 
(AN~B)NB=BNMB, 
化 简 得 B= 二 多. 再 将 这 个 结果 代入 已 知 等 式 得 A 二 名， 从 而 得 到 必要 条 件 A=B= 2. 
下 面 验证 充分 性 . 如 果 A 二 B= 名 成 立 , 则 A 一 B= 二 = 二 B 也 成 立 . 
(2) 充分 性 是 显然 的 ,下 面 验证 必要 性 . 由 A 一 B= 二 B 一 A 得 
(A 一 B)UA=(B 一 A)UA， 
从 而 有 A=AUB, 即 ASB. 同 理 可 证 BSA. 
(3) 充分 性 是 显然 的 ,下 面 验证 必要 性 . 由 AmB=AUB 得 
AU(ANB)=AU (AUB), 
化 简 得 A 二 AUB, 从 而 有 ASB. 类 似 可 以 证 明 BSA. 


习 题 

题 3. 1 一 题 3.7 是 选择 题 ,题目 要 求 是 从 供 选择 的 答案 中 选 出 应 填 入 叙述 中 的 口内 的 
正确 答案 . 

3.1 设 下 表示 一 年 级 大 学 生 的 集合 ,S 表示 二 年 级 大 学 生 的 集合 ,M 表示 数学 专业 学 
生 的 集合 ,R 表示 计算 机 专业 学 生 的 集合 ,T 表 示 听 离散 数学 课 学 生 的 集合 ,G 表示 星期 一 
晚上 听 音 乐 会 的 学 生 的 集合 ,H 表示 星期 一 晚上 很 迟 才 睡觉 的 学 生 的 集合 , 则 下 列 各 句子 
所 对 应 的 集合 表达 式 分 别 是 什么 ? 

(1) 所 有 计算 机 专业 二 年 级 的 学 生 在 学 离散 数学 课 . | 人 A 

(2) 这 些 且 只 有 这 些 学 离散 数学 课 的 学 生 或 者 星期 一 晚上 去 听 音 乐 会 的 学 生 在 星期 一 
晚上 很 迟 才 睡觉 . |B 

(3) 听 离 散 数学 课 的 学 生 都 没 听 星 期 一 晚上 的 音乐 会 .|C 

(4) 听 音 乐 会 的 只 是 大 学 一 、 二 年 级 的 学 生 . ID 

(5) 除去 数学 专业 和 计算 机 专业 以 外 的 二 年 级 学 生 都 去 听 音 乐 会 . |E 

供 选 择 的 答案 

ABC.DE: OTEGUH; OcUHEST; OSNRET,; QH=GUT:; 


二 过 和 沿 


OTnc=gO; OFUSSG; DGEFUS; ®5— (RUM) EG:; 
@GES— RNM). 
3.2 设 S 表 示 某 人 拥有 的 所 有 的 树 的 集合 ,M,N,T,PCSS, 且 M 是 珍贵 的 树 的 集合 ， 
NN 是 果树 的 集合 ,T 是 去 年 刚 栽 的 树 的 集合 ,P 是 在 果园 中 的 树 的 集合 .下面 是 3 个 前 提 条 
件 和 2 条 结论 . 
前 提 ”(1) 所 有 的 珍贵 的 树 都 是 去 年 栽 的 . 
(2) 所 有 的 果树 都 在 果园 里 . 
(3) 果园 里 没有 去 年 栽 的 树 . 
结论 〈1) 所 有 的 果树 都 是 去 年 栽 的 . 
(2) 没有 一 棵 珍贵 的 树 是 果树 . 


则 前 提 (1)、(2)、(3) 和 结论 (1) 的 集合 表达 式 分 别 为 |Al JBIJC| JD|. 根据 前 提 条 件 ,两 个 结 
论 中 正确 的 是 | 了 |. 
A\B.C.D\E: © NEP; OTEN; OMET; OMNP=2; OPNT=8; 


© NST; ONNM=Y. 
3.3 设 S={ 多 ,{1),{1,2})}, 则 有 
(1 [AIES. 


(2) |BIESS. 


(3) P(S) 有 |C| 个 元 素 . 


(4) |S|=|D. 


(5) |E| 既 是 S 的 元 素 , 又 是 S 的 子 集 . 

供 选 择 的 答案 

A: O{1,2}; ©@1; 

B: @{{1,2)}; @O{1}; 

C.D: ©3; ©6; O7; ®8; 

E: ©{1}; OY. 

3.4 设 S.T,M 为 任意 的 集合 , 且 SMM 二 如. 下 面 是 一 些 集合 表达 式 ,每 一 个 表达 式 
与 图 3-8 的 某 一 个 文 氏 图 的 阴影 区 域 相 对 应 . 请 指明 这 种 对 应 关系 . 


(1) SNTNM 对 应 于 |Al|; 
C2) -SUITUM 对 应 于 |B|; 
(3) SU(TNM) 对 应 于 |C|; 
(4) (~~SN TD 一 M ”对 应 于 |D|; 
(5) ~Sn~TnM ”对 应 于 |E|. 
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(a) (b) (0) (d) (e) 


供 选择 的 答案 

ABC.DE: Oa); Ob); O00); Od); Oe); OOCg):G@h): OO). 

3.5 对 60 个 人 的 调查 表明 有 25 人 阅读 (每 周 新 闻 》 杂 志 ,26 人 阅读 (时 代 ) 杂 志 ,26 人 
阅读 (幸运 ) 杂 志 ,9 人 阅读 (每 周 新 闻 ) 和 《幸运 ) 杂 志 ,11 人 阅读 (每 周 新 闻 》 和 《时 代 》 杂 志 ,8 
人 阅读 4 时代 》 和 《幸运 ) 杂 志 , 还 有 8 人 什么 杂志 也 不 阅读 . 那么 阅读 全 部 3 种 杂志 的 有 |A 
人 ,只 阅读 (每 周 新 闻 》 的 有 |BH 人 ,只 阅读 4 时 代 》 杂 志 的 有 |C| 人 ,只 阅读 4 幸运 》 杂 志 的 有 |D 
人 ,只 阅读 一 种 杂志 的 有 |E| 人 

供 选 择 的 答案 

A.B.C.D\E: 02; @3; @6; @8;: O10; ©12; O15; @28; @30; 31. 

3.6 从 1 到 300 的 整数 中 

(1) 同时 能 被 3.5 和 7 这 3 个 数 整除 的 数 有 |A| 个 . 

(2) 不 能 被 3.5 ,也 不 能 被 7 整除 的 数 有 |B| 个 . 

(3) 可 以 被 3 整除 ,但 不 能 被 5 和 7 整除 的 数 有 |C 

(4) 可 被 3 或 5 整除 ,但 不 能 被 7 整除 的 数 有 |DI 个 . 


(5) 只 能 被 3.5 和 7 之 中 的 一 个 数 整 除 的 数 有 | 个 . 

供 选 择 的 答案 

ABC.D.E: 02; @6; @56; O68; 980; @102; D120; @124; 9138; @162. 

3.7 75 个 学 生 去 书店 买 语文 .数学 .英语 课外 书 , 每 种 书 每 个 学 生 至 多 买 1 本 . 已 知 有 
20 个 学 生 每 人 买 3 本 书 ,55 个 学 生 每 人 至 少 买 2 本 书 . 设 每 本 书 的 价格 都 是 1 元 ,所 有 的 
学 生 总 共 花 费 140 元 . 那么 恰好 买 2 本 书 的 有 |Al 个 学 生 . 至 少 买 2 本 书 的 学 生花 费 |B| 元 . 
买 1 本 书 的 有 |C| 个 学 生 . 至 少 买 1 本 书 的 有 |D| 个 学 生 . 没 买 书 的 有 | 也 | 个 学 生 . 

供 选 择 的 答案 

ABC.D、E: O10; @15; @30; @35; @40; O55; O60; @65; @130; 四 140. 

3.8 设 S.T.M 为 任意 集合 ,判断 下 列 命题 的 真 假 . 

(1) 名 是 名 的 子 集 . 


站 


(2) 如 果 SUT=SUM, 则 T=M. 

(3) 如 果 S 一 T= 名 , 则 S=T. 

(4) 如 果 一 SUT=E, 则 SET. 

(SN SBS=S. 

3.9 Si= 久 ,S: 一 {名 ) ,Ss 二 P({ 多 )) ,Ss 二 P( 名 ), 判 断 以 下 命题 的 真 假 . 
人 Si 

2 

{3) SS 

(4) SeE S:. 

(5) Ss = 

3.10 用 列 元 素 法 表示 以 下 集合 . 

(1) A={zx|xrENAz’<7}. 

(2) A={zxz|xENAI3—zx|<=3}. 

(3) A={zx|xERA(z+1)’<0}. 

(4) A={<z,y>|zr,yENAzt+y<4}. 

3.11 求 使 得 以 下 集合 等 式 成 立时 ,a.b、c.d 应 该 满足 的 条 件 . 
(1) {a,b}={a,b,c}. 

(2) {a,b,a} = {a,b)}. 

(3) {a, {b,c}}= {a,{d}}. 

(4) {{a,b},{c}}={{6}}. 

(5) {{a, GB} ,6b,{c)}={{G}}. 

3.12 设 a.b、c.d 代表 不 同 的 元 素 . 说 明 以 下 集合 A 和 B 之 间 成 立 哪 一 种 关系 ( 指 

ACB,BCA,A=B,AFB HB BFA). 

(1) A={{a,b},{c},(d}},B={{a,b},{(c}}. 
(2) A={{a,b} ,16} ,2},B={{6}}. 

(3) A={zx|rENAz’>4},B= {zx|rENAz>2}. 

(4) A={azrt+b|zrERANa,bEZ} ,B={zx+y|z,yER)}. 

(5) A 王 (zlzERAz: 十 z 一 2 王 0),B 一 {y|yEQAY 十 y 一 2 一 0). 
(6) A 一 {zlzERAz 委 2)},B 一 (zlzERA2zs 一 5z: 十 4z 一 1)}. 
3.13 计算 AUB.ANMB.A 一 B.A@®B. 

(1) A={{a,b} sec} ,B= {esd} 
(2) A={{a,{b}} ,cs {ce} ,ta,b}} ,B={{a,b},c,{b})}. 
(3) A={zx|xrENAzr=3},B= {zx|rENAz>2}. 
(4) A={zx|xrERAz<1},B={zx|r€ZAz<1)}. 
(5) A={zx|r€ZAzr<0},B={zr|r€Z Nz>2}. 
3.14 计算 寡 集 P(A). 
(1) A 一 (他 ). 
(2) A=1{{1},1}. 
到 庆生 


《3 =PCL, 2 

(4) A={{1,1},{2,1},{1,2,1}}. 

(5) A={xz|zxERAz’—2x’—z+t+2=0}. 

3.15 请 用 文 氏 图 表示 以 下 集合 . 

《过 UK 吾 何 C)。 

(2) (4 四 B) 一 C. 

(3) (AN~B)U(C—B). 

(4) AU CN~B). 

3.16 设 A.B.C 代表 任意 集合 ,判断 以 下 等 式 是 否 恒 真如 果 不 为 恒 真 请 举 一 反 例 . 
(1) (AUB)—C=(A—O UB—O). 

(2) A—(B—C)=(A—B)U(ANO). 

(3) A—(BUC)=(A—B)—C. 

(4) (AUBUC) 一 (AUB)=C. 

(5) (AUB)—(BUC)=A—C. 

(6) AN(B®BOC) = (ANB OANO. 

3.17 设 A.B.C.D 代表 任意 集合 ,判断 以 下 命题 是 否 恒 真 . 如果 不 是 ,请 举 一 反 例 . 
(1) ACBACCD=>ANCCBND. 

(2) ACBACED=>A—DEB—C. 

(3) AEBSOB=AU(B—A). 

(4) A—B=B-ASA=B. 

3.18 设 |A|=3,1P(B)|=64,|P(AUB)|=256. 求 |BI、I1ANBI.、1A 一 B|、 


|A®B|. 


3.19 求 在 1 到 1000000 之 间 ( 包 括 1 和 1000 000 在 内 ) 有 多 少 个 整数 既 不 是 完全 平 


方 数 ,也 不 是 完全 立方 数 ? 


3.20 错位 排列 的 计数 问题 . 设 is…is 是 1,2,…,n 这 个 数 的 排列 如 果 排 在 第 i 


位 的 数 都 不 等 于 i, 其 中 i 二 1,2,…,n, 则 称 这 个 排列 为 错位 排列 .比如 1,2,3,4 的 错位 排列 
有 2143, 2341,2413,3142,3412,3421,4123,4312,4321, 一 共 9 个 错位 排列 , 记 作 D, =9. 


将 个 数 的 错位 排列 个 数 记 作 DD, ,证 明 D,==n! [1 二 + 一 “+ Ij]: 


3.21 求 不 超过 120 的 素数 个 数 . 


守 和 


第 4 齐 ”二 元 关系 和 国名 


4.1 集合 的 笛 卡 儿 积 与 二 元 关系 


定义 4.1 由 两 个 元 素 二 和 >y( 人 允许 zx 一 y) 按 一 定 的 顺序 排列 成 的 二 元 组 称 作 一 个 有 序 
对 (也 称 序 偶 ) , 记 作 过 z,y 之 (也 可 记 作 (zy,y)). 其 中 工 是 它 的 第 一 元 素 ,y 是 它 的 第 二 
元 素 . 

平面 直角 坐标 系 中 点 的 坐标 就 是 有 序 对 . 例如 ,二 1, 一 1>, 所 2,0>, 所 1,1>， 
所 一 1,1>, … 都 代表 坐标 系 中 不 同 的 点 . 

一 般 说 来 有 序 对 具有 以 下 特点 . 

(1) 当 z 关 y 时 ,天 zy 和 关 一 yz 二 ， 

(2) 两 个 有 序 对 相等 , 即 天 z,y 之 一 二 vv 的 充分 必要 条 件 是 zx 一 vx 且 y==v. 

这 些 特点 是 集合 {z,y} 所 不 具备 的 ,例如 , 当 z 天 > 时 ,有 {z,y}={y,z}.， 原因 在 于 有 序 
对 二 z,y 二 中 强调 了 与 y 的 顺序 性 ,而 集合 {z,y} 中 的 z 和 wy 是 无 序 的 . 

在 实际 问题 中 有 时 会 用 到 有 序 3 元 组 ,有 序 4 元 组 ,…… ,有 序 元 组 . 可 以 用 有 序 对 
来 定义 有 序 元 组 . 

定义 4.2 一 个 有 序 元 组 (n 宇 3) 是 一 个 有 序 对 ,其 中 第 一 个 元 素 是 一 个 有 序 "一 1 元 
组 ,一 个 有 序 半 元 组 记 作 天 zyzz，…，z 过， 即 

TIT 9 Ta 一 二 一 Te 人 人 > 

例如 ,空间 直角 坐标 系 中 点 的 坐标 1, 一 1,3 二 .二 2,， 4. 5, 0 二 等 都 是 有 序 3 元 组 . 7 
维 空 间 中 点 的 坐标 或 n 维 向 量 都 是 有 序 ep 

在 关系 数据 库 中 ,数据 是 按照 表 来 组 织 一 个 表 由 许多 记录 构成 .比如 二 书号 , 书 
名 ,作者 ,出 版 社 , 出 版 日 期 ,所属 学 科 领 人 6 个 字段 构成 的 书 的 记录 ,可 以 把 它 看 
成 一 个 6 元 组 . 所 有 书 的 记录 就 构成 了 6 元 组 的 集合 . 

形式 上 也 可 以 把 二 x 二 看 成 有 序 1 元 组 ,只 不 过 这 里 的 顺序 性 没有 什么 实际 意义 .以 后 
提 到 有 序 元 组 ,其 中 的 可 以 看 成 任何 的 正 整数 . 

下 面 定 义 一 种 新 的 集合 运算 一 一 积 运 算 . 

定义 4.3 设 A.B 为 集合 ,用 A 中 元 素 为 第 一 元 素 ,B 中 元 素 为 第 二 元 素 , 构 成 有 序 
对 . 所 有 这 样 的 有 序 对 组 成 的 集合 称 作 A 和 B 的 笛 卡 儿 积 , 记 作 AXB. 符号 化 表示 为 

AXB={<zr,y>|zx EA Ay €B}. 

例如 ,A={a,6} ,B= 二 {0,1,2), 则 

AXB= {<a,0>, <a,l>, <a2>, <b,0>, <h1>, <b,2>}; 

BxA= {<0,a>, <0,6>, <1la>, <160>, <2a>, <2,0>}. 

由 排列 组 合 的 知识 不 难 证 明 , 如 果 A 中 有 mx 个 元 素 ,B 中 有 个 元 素 , 则 AXB 和 
BXA 中 都 有 mn 个 元 素 . 

于 


从 笛 卡 儿 积 的 定义 和 逻辑 演算 的 知识 可 以 看 出 , 若 <z,y>EAXB, 则 有 xzEA 和 >yEB. 
若 <z,y> 人 EAXB, 则 有 <zE&A 或 者 y 代 B. 在 证 明 有 关 积 运算 的 集合 恒等式 中 经 常会 用 到 
这 些 结论 . 

笛 卡 儿 积 运算 具有 以 下 性 质 . 

(1) 若 A.B 中 有 一 个 空 集 , 则 它们 的 笛 卡 儿 积 是 空 集 , 即 

六 =X 
(2) 当 A 关 B 且 A 、B 都 不 是 空 集 时 ,有 
AxXBzBXxA. 
上 面 的 例子 已 经 说 明了 这 条 性 质 , 笠 卡 儿 积 运算 不 适合 交换 律 . 
(3) 当 A、B、C 都 不 是 空 集 时 ,有 
(AXB)XxXC 天 AX(CBXC). 

设 zxEA,yEB, zxEC, 那 么 <<z,y>>,z>>E(AXB)XC, 而 <z,<y,z>>>>EAX(CBXC)， 
根据 有 序 对 相等 的 充分 必要 条 件 ,显然 二 <z,y>>,z*> 一 般 不 会 等 于 <z,<y,z>>. 如 果 A、 
B.C 中 有 一 个 是 空 集 , 那 么 上 面 式 子 的 左右 两 边 都 是 空 集 . 这 条 性 质 说 明 笛 卡 儿 积 运算 不 
适合 结合 律 . 

(4) 笛 卡 儿 积 运算 对 LU 或 和 运算 满足 分 配 律 , 即 

观光 (BUG = AXBU CAKE 
BUCYXASBLALU(CKAN 
AXxX(BNMNC)= AXxB)N AxO); 
(BNOxA= (BxA)N (CxA). 

我 们 只 证 明 其 中 的 第 一 个 等 式 ,其余 的 留 给 读者 完成 . 等 式 的 两 边 都 是 集合 ,我 们 仍然 
使 用 第 3 章 的 命题 演算 的 方法 来 证 明 它 们 相等 ,只 不 过 集合 中 的 元 素 都 用 有 序 对 来 标记 就 
是 天 

证 明 ”对 于 任意 的 x,y 二 ， 

<zry>EAX(BUO) 
SrzEAAyEBUC 
Sr EA AM(y EB VyEC) 
SO(r EA My €B) V(r EA My EOC) 
SG<ry>EAXBV<zr,y>EAXC 
<ry>ECAXxXB)U AxO. 
所 以 AX(BUC)=(AXB)U(AXO). 
例 4.1 设 A={1,2), 求 P(A)XA. 
解 P(A)XxA 
= 2} 
= 
< 2 
例 4.2 设 A.B.C.D 为 任意 集合 ,判断 以 下 等 式 是 否 成 立 , 说 明 为 什么 . 
(1) (ANB)Xx CND)=(AXONBXD); 
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(2) (AUB)X (CUD)=(AXOC)U (BXD); 

(3) (A—B)X(C—D)=(AXC)— (BXD); 

(4) (ADB) Xx (CBD)=(AXOCOBBXD). 

解 (1) 成 立 . 因为 对 任意 的 <z,y 二 ， 

<xz,y>E(AnB)XxCCnD) 

SrEANBAyECND 
OTEANrEBANyECANyED 
Sr,y>EAXCA<zr,y>EBXD 
SO<r,y>E(AXO NBXD). 

(2) 不 成 立 . 举 一 反 例如 下 : 若 A=D=8,B=C={1)， 

则 有 


(AUB)x (CUD)=BxC={<1,1>)}, 
(AXOU(BxD)=ZUYG=Y. 

(3) 和 (4) 都 不 成 立 . 请 读者 给 出 反例 . 

例 4.3 设 A、B.C.D 为 任意 集合 ,判断 以 下 命题 的 真 假 . 

(1) 车 ASC 且 BSD, 则 有 AXBSCXD. 

(2) 车 AXBSCXD, 则 有 ASC 且 BED. 

解 (1) 命题 为 真 . 请 读者 给 出 证 明 . 

(2) 命题 为 假 . 当 A=B= 世 时 ,或 者 A 径 区 有 上 且 B 天 好 时 ,该 命题 的 结论 是 成 立 的 . 但 是 
当 A 和 B 之 中 仅 有 一 个 为 名 时 ,结论 不 一 定 成 立 . 例如 , 令 A=C=D= 名 ,B={1}, 这 时 
AXBECXD, 人 8 BFD. 

可 以 将 两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 推广 成 个 (n 三 2) 集 合 的 笛 卡 儿 积 . 

定义 4.4 设 Al,As,…，A, 是 集合 (mn 三 2) ,它们 的 n 阶 笛 卡 儿 积 记 作 A XA,X…xX 
A,, 其 中 

Ai XA XXA, = {<xisrs ,Ts >| zx EA Mx: EA: 人 … Mx, EA,). 

当 和 A 二 =A, 二 …A, 二 A 时 ,可 将 它们 的 阶 笛 卡 儿 积 简 记 为 A”. 

例如 ,A={a,0), 则 

A’={<aaa > <amabD > aba > abb > haa > 
<bab>, <bba>, <6,600>}. 

在 以 后 的 各 章 中 ,如 果 不 加 特别 说 明 , 所 涉及 的 笛 卡 儿 积 都 指 2 阶 笛 卡 儿 积 .下面 研究 
与 笛 卡 儿 积 密切 相关 的 一 个 重要 概念 一 一 二 元 关系 . 

二 元 关系 就 是 在 集合 中 两 个 元 素 之 间 的 某 种 相关 性 . 例如 ,甲乙 .两 3 个 人 进行 乒乓 
球 比 赛 , 如 果 任 何 两 个 人 之 间 都 要 赛 一 场 ,那么 共 要 赛 三 场 . 假设 三 场 比赛 的 结果 是 乙 胜 
甲 . 甲 胜 两 、 乙 胜 丙 ,这 个 结果 可 以 记 作 { 去 乙 , 甲 二, 忆 甲 ,两 之 , 志 乙 ,两 之 ) ,其 中 <<z,y> 
表示 工 胜 >. 它 表 示 了 集合 { 甲 , 乙 , 丙 } 中 元 素 之 间 的 一 种 胜 负 关系 . 再 看 一 个 例子 . 有 A、 
B.C 3 个 人 和 4 项 工作 a、B、Y.6. 已 知 A 可 以 从 事 工作 a 和 5,B 可 以 从 事 工 作 y,C 可 以 从 
事 工作 a 和 B. 那么 人 和 工作 之 间 的 对 应 关系 可 以 记 作 

R= es 
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这 是 人 的 集合 {A,B,C} 到 工作 的 集合 {a,B8,7,6} 之 间 的 关系 . 
除了 二 元 关系 以 外 ,还 有 多 元 关系 . 限于 篇 幅 , 本 书 只 讨论 二 元 关系 . 以 后 凡是 出 现 关 
系 的 地 方 均 指 二 元 关系 . 下 面 给 出 二 元 关系 的 一 般 定义 . 
定义 4.5 ”如果 一 个 集合 为 空 集 或 者 它 的 元 素 都 是 有 序 对 , 则 称 这 个 集合 是 一 个 二 元 
关系 ,一 般 记 作 R. 对 于 二 元 关系 尺 , 如 果 <z,y 二 ER, 则 记 作 xRy; 如 果 二 zx,y 之 KR, 则 记 
作 zrRy. 
定义 4.6 设 A.B 为 集合 ,AXB 的 任何 子 集 所 定义 的 二 元 关系 称 作 从 4 到 B 的 二 元 
关系 ,特别 当 A=B 时 , 则 称 作 A 上 的 二 元 关系 . 
通常 集合 A 上 不 同 关系 的 数目 依赖 于 A 的 基数 . 如 果 |A|=n, 那 么 |AXA|=n2. 
AXA 的 子 集 有 2” 个 ,每 一 个 子 集 代表 一 个 A 上 的 关系 ,所 以 A 上 有 2” 个 不 同 的 二 元 关 
系 . 例如 ,A 二 {0,1,2}), 则 A 上 可 以 定义 2”==512 个 不 同 的 关系 . 当然 ,大 部 分 的 关系 没有 
什么 实际 意义 . 但 是 ,对 于 任何 集合 A 都 有 3 种 特殊 的 关系 . 其 中 之 一 就 是 空 集 包 , 它 是 
AXA 的 子 集 ,也 是 A 上 的 关系 , 称 作 空 关系 . 另外 两 种 就 是 全 域 关系 EA 和 恒 等 关系 14. 
定义 4.7 对 任何 集合 A， 
FEA= {<zx,y>|zxzEAAMy EA}=AxXA. 
TI 一 (<<z,z 二 |zEA)}. 
例如 ,A 二 {0,1,2), 则 
要 
< 
下 三 { 有 的 0 之 过 且 去 2 六 到 
除了 以 上 3 种 特殊 的 关系 之 外 , 某 些 实数 集 上 的 小 于 等 于 关系 和 正 整数 集 上 的 整除 关 
系 也 都 是 常用 的 关系 . 设 A 为 实数 集 R 的 某 个 子 集 , 则 A 上 的 小 于 等 于 关系 定义 为 
La={<zx,y>|z,yEA Nr<y)}. 
设 B 为 正 整数 集 Z+ 的 某 个 子 集 , 则 B 上 的 整除 关系 定义 为 
Ds={<zx,y>|zr,yEBAz|y}. 
例如 ,A=={4,0.5, 一 1},B=={1,2,3,6}), 则 
La ={<—1,—1>, <—1,0.5>, <—1,4>, <0.5,0.5>， 
a I ee a 
pal yh My ee 
he hs es et 
例 4.4 设 A={a,b}),R 是 P(A) 上 的 包含 关系 ， 
R= {<zx,y>|z;y EP(A) ArCy}; 
则 有 
PA) = {2 {a} {5} ,A}. 
R= ds 
<{aAS, {oD} > < OAS, <AASY. 
以 上 给 出 的 关系 都 是 用 集合 表达 式 来 定义 的 . 对 于 有 穷 集 A 上 的 关系 尺 ,还 可 以 用 关 
系 和 矩阵 和 关系 图 来 给 出 . 先 看 一 个 简单 的 例子 . 
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设 A 一 (1,2,3,4},R 一 (<<1,1>，<<1,2>， <<2,3>>， 扫 2,4>，<<4,2>>} 是 A 上 的 关 
系 . R 的 关系 和 矩阵 和 关系 图 如 图 4-1 所 示 . 


1 1 人 2 
下 面 给 出 关系 矩阵 和 关系 图 的 一 般 定义 . 0 0 11 1 
设 A={zi,zs，…,z,},;R 是 A 上 的 关系 , 令 0000 
1 车 Rz) EE WE 闷 站 4 3 
ry = b 若 Rx (i,] = 1,2,° ,7n) (a) (b) 
则 图 4-1 
Tay “Ty Tn 
全 二 rzl Tan 
Tm Tn Tm 
是 尺 的 关系 矩阵 . 


设立 是 顶点 的 集合 ,已 是 有 向 边 的 集合 , 令 V=A={zayza wz) 如果 ziRzj, 则 zz; 
到 zj 的 有 向 边 过 xi,zxjEE, 那 么 G 二 <V,E 二 就 是 R 的 关系 图 . 

在 上 面 的 例子 中 ,图 的 项 点 集 是 {1,2,3,4) ,由 二 1,1 之 .二 1,2 之 ER 可 知 在 图 中 有 一 条 
从 1 到 1 的 边 ( 过 1 的 环 ) ,还 有 一 条 从 1 到 2 的 边 . 类 似 地 可 以 作出 对 应 于 其 余 3 个 有 序 对 
的 边 ,请 参看 图 4-1. 

关系 矩阵 也 可 以 用 来 表示 从 A 到 B 的 关系 尺 ,这 里 的 A 和 B 是 有 穷 集合 . 车 A= {ai， 
qz sam)，B 二 {D1 ,0;，…,b,}. R 的 关系 矩阵 (ri ) 定 义 如 下 : 

1 车 aiRb; 

” 1o 否则 


4.2 关系 的 运算 


设 S 是 从 A 到 B 的 关系 ,通常 并 非 是 A 和 B 中 所 有 的 元 素 都 出 现在 S 的 有 序 对 中 . 
例如 ,A 和 B 是 实数 集 R,S=={ 二 xz,y 记 |x,yERAx’ 十 y* 二 1},S 中 的 所 有 元 素 构成 了 坐标 
平面 上 的 单位 圆 . 当然 S 是 R 上 的 关系 . 但 是 ,对 于 任何 一 z,y>ES, 一 定 有 |z| 和 1 且 |y| 
三 1. 在 研究 关系 的 时 候 ,一 般 只 需 关心 那些 参与 这 个 关系 的 A 或 B 中 的 元 素 , 而 它们 分 别 
构成 了 A 或 B 的 子 集 . 这 就 是 关系 的 定义 域 和 值 域 . 

定义 4.8 关系 R 的 定义 域 domR , 值 域 ranR 和 域 {ldR 分 别 是 

domR = {zr| dy(<z,y >ER)}. 
ranR = {y | 3z(<z;y > ER)}. 
{ldR = domR U ranR. 

不 难看 出 ,domR 就 是 R 的 所 有 有 序 对 的 第 一 个 元 素 构 成 的 集合 ,ranR 就 是 R 的 所 有 
有 序 对 的 第 二 个 元 素 构 成 的 集合 . 在 以 上 关于 单位 圆 的 例子 中 ,domS 和 ranS 都 是 实数 集 
R 上 的 一 个 闭 区 间 [ 一 1,1]. 

例 4.5 下 列 关 系 都 是 整数 集 Z 上 的 关系 ,分 别 求 出 它们 的 定义 域 和 值 域 . 

(1) R={<z,y>|zr,yEZ Nr<y}; 

ws 


站 一 12 723 j= 1,2,.,n 


(2) Rs={<zr,y>|r,yEZ Nr ty =1}; 
(3) Rs={<zx,y>|zr,yEZ Ny=27}; 
(4) Ri={<zr,y>|r,yEZAIz|=|y|=3}. 
解 (1) domR, 一 ranRi 一 Z. 
C2 00 二 0 六 
domR,=ranR,=1{0,1,—1}. 
(3) domR: 王 Z， 
ranR: 一 {2z|=EZ}, 即 偶数 集 . 
(4) domR,=ranR,={—3, 3}. 
对 于 从 A 到 B 的 某 些 关 系 R, 有 时 使 用 图 解 的 方法 (不 是 R 的 关系 图 ) 来 表示 是 很 方便 
的 . 首先 用 两 个 封闭 的 曲线 表示 R 的 定义 域 (或 集合 A) 和 值 域 (或 集合 B). 如 果 <z,y>E 
民 , 则 从 工 到 y 画 一 个 箭头 . 图 4-2 分 别 给 出 了 例 4. 5 中 关系 R 和 Rs 的 图 示 . 


domR, ranR> 


ranR3EZ 
(a) (b) 


图 4-2 


求 关 系 的 定义 域 、 值 域 和 域 ,也 可 以 看 成 是 对 关系 的 运算 . 除 此 之 外 ,和 关系 有 密切 联 
系 的 运算 还 有 逆 、 合 成 .限制 和 像 . 
定义 4.9 设 下 .G 为 任意 的 关系 ,A 为 集合 , 则 
(1) 下 的 逆 记 作 FF-!， 
Fl={<zr,y>| yrzr}. 
(2) 下 与 G 的 合成 记 作 下 。G， 
F°G={<zx,y>| 3z(rGz MzFy))}. 
(3) 下 在 A 上 的 限制 记 作 FF 丫 A， 
F ‘A={<zx,y>|zrFyArEA)}. 
(4) A 在 下 下 的 像 记 作 FLA]， 
FLA] = ran(F 1 A). 
关系 R 是 有 序 对 的 集合 . 也 可 以 把 关系 看 成 一 种 作用 . 二 zx,y 记 ER 表示 x 通过 R 的 
作用 变 到 y. 比如 , 例 4.5 中 的 R 就 是 一 种 把 任何 整数 变 到 它 的 2 倍数 的 加 倍 作 用 . 在 这 
个 意义 下 ,下 的 逆 就 是 下 的 逆 作 用 . 而 <z,y>EF-G 则 意味 着 存在 某 个 “中 间 变 量 ”=,z 通 
过 G 变 到 >,z 再 通过 下 变 到 > ,也 就 是 x 通过 下 eG 的 作用 最 终 变 到 >y. 类 似 地 ,FA 仅 描 
Bl 


述 了 F 对 A 中 元 素 的 作用 , 它 是 下 的 一 个 子 关系 . 而 FLA] 则 反映 了 集合 A 在 下 作用 下 的 
结果 . 换 名 话说 ,FLA] 表 示 了 A 在 下 作用 下 所 变 成 的 那个 新 的 集合 . 对 任何 关系 下 .G 和 
集合 A ,通过 逆 、 合 成 ,限制 等 运算 得 到 的 是 一 个 新 的 关系 (可 以 是 空 关 系 ), 只 有 像 运 算 的 结 
果 不 一 定 是 关系 ,只 是 一 个 集合 . 
需要 说 明 的 是 ,这 里 的 合成 F*G 是 左 复合 , 即 G 先 作 用 ,然后 将 下 复合 到 G 上 ,与 后 面 
函数 的 复合 运算 次 序 是 一 致 的 有 的 《离散 数学 ) 书 中 定义 的 合成 运算 是 右 复合 , 即 
F°G={<zx,y>| 3z(<zr,z> EF A<z,y> EG))}. 
这 两 种 定义 所 计算 的 合成 结果 是 不 相等 的 ,但 是 两 个 定义 都 是 合理 的 ,只 要 在 体系 内 部 采用 
同样 的 定义 就 可 以 了 . 
例 4.6 设 F.G 是 N 上 的 关系 ,其 定义 为 
F={<zr,y>|zr,y ENAy= zx); 
G= {<z,y>|zr,y ENAy= z+1}. 
求 G! FoGG°F.FN {1,2} .FL{1,2}]. 
解 G !=={ 二 y,zx 二 |y, xENAy==z 十 1} , 列 出 G-! 中 的 元 素 就 是 
= 
对 任何 的 zxEN 有 


Zrx 十 1 一 zfe2 一 y， 
则 y=z?=(zx 十 1)? ,所 以 
FeG={<zx,y>|zr,yENAy= (z+1)’)}. 
同 理 有 
G°F={<zr,y>|r,yENAy=z’+1}); 
FH{1,2}={<1,1> ,<2,4>}; 
F[{1,2}]=ran(F F {1,2}))={1,4}. 
由 这 个 例子 不 难看 出 ,合成 运算 不 是 可 交换 的 , 即 对 任何 关系 下 .G, 一 般 说 来 F*G 尖 
GeF. 
求 关系 的 逆 是 比较 简单 的 ,只 需 把 其 中 的 有 序 对 颠倒 顺序 就 行 了 . 对 于 有 些 关系 ,在 求 
合成 .限制 和 像 的 时 候 使 用 图 示 的 方法 也 是 很 方便 的 . 
例 4.7 设 F={<a,{a}) 二 , 过 {a},{a,{a}} 二 }, 求 FeFFP {a}、F[L{a}]. 
解 ” 先 面 出 下 的 图 示 , 为 简洁 起 见 可 略 去 表示 集合 的 闭 曲线 . 为 求 F。 下 ,可 将 两 个 下 
的 图 示 连 接 起 来 . 在 相 接 的 部 分 ,同一 个 元 素 只 能 用 一 个 圆 点 表示 . 请 看 图 4-3(a). 
显然 只 有 a 通过 中 间 元 素 {a}) 变 到 {a,{a)}, 所 以 Fe 下 = 二 {<a,{a,{a)} 宝 ). 再 看 
FF 站 {a}), 先 在 图 中 标记 出 集合 A={a}) ,只 有 起 点 落 入 A 的 箭头 所 标记 的 有 序 对 才 属 于 下 站 A， 
所 以 ,F 个 {a} 二 {<a,{a) 二 }. 根据 定义 ,FLA]=ranCF 站 .A)==ran{<a,{a) 二 }=={{a)}). 请 
看 图 4-3(b). 
使 用 图 示 法 求 F*G 时 ,如 果 在 G 的 右边 连接 下 以 后 ,发 现 G 中 所 有 箭头 的 终点 与 下 中 
所 有 箭头 的 起 点 都 没有 公共 点 ,那么 FeG= 2. 
以 上 定义 的 运算 是 关系 的 基本 运算 ,下 面 简单 列 出 这 些 运算 的 主要 性 质 . 
六 六 


4 ran(F t {a}) 
a 
{a}e————e {a, {a}} {a} {a, {a}} 
(DF-F (b) F tt{a}, Fl{a}] 
图 4-3 


定理 4.1 设 F.G、H 是 任意 的 关系 , 则 有 
(1) (FT!1) 1!=F; 
(2) domF !=ranF ,ranF = domF:; 
(3) (FeG). H=F°(G°H); 
(4) (F°G) 1!=G °F !. 
证 明 这 些 等 式 主要 用 到 关系 和 有 关 运 算 的 定义 ,我 们 仅 给 出 (4) 的 证 明 , 其 他 的 留 给 读 
者 思考 . 
证 明 (4) 任 取 二 x,y 过 ， 
<r,y>E(F°G)! 
OZy,r>EF°G 
© jz(<y,z> EGA<z,r> EF) 
© jz(<z,y> EG ! A<zr,z> EF !) 
© jz(<r,z> EF ! A<z,y> EEG) 
Or,y> EG °F! 
所 以 ， (F°G) =G FF 国 
定理 4.2 设 F.G、H 为 任意 的 关系 , 则 有 
(1) Fe (GU H)=F°GUF°H:; 
(2) Fe (GN HYEF°GNF°H; 
(3) (GU H)°F=G°FUHeF:; 
(4) (GN H)° FEG°FN HFK. 
我 们 只 证 (1) ,其 他 的 类 似 可 证 . 
证 明 (1) 任 取 所 zy,y 二 ， 
<zr,y>EF°: (GUH) 
OIz(<zr,z> EGUHA<z,y> EF) 
Sjz((<z,z>EGV<zr,z> EH) A<z,y> EF) 
Ojz(<zr,z> EGA<z,y> EF)V dz(<zx,z> EHA<z,y> EF) 
SO<r,y>EFGV<r,y> EF°H 
SO<ry>EFGUF°H 
所 以 ,Fe* (GU H)=FeGUF°H. 国 
定理 4. 2 说 明 合成 运算 对 于 并 运算 是 可 分 配 的 ,但 对 交 运 算 分 配 以 后 得 到 的 不 是 等 式 ， 
而 是 一 个 包含 关系 . 关于 交 运 算 包 含 式 的 证 明 与 并 运算 的 证 明 类 似 , 但 是 不 能 成 立 等 式 , 下 
面 给 出 一 个 反例 . 
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考虑 以 下 关系 : 
F={<1,2>,<=<2,2>}, G={<4,1>}, H= {<4,2>} 
那么 
F° (GN H)=F°YZ=Y 
FeGNF° H={<4,2>}N{<4,2>}={<4,2>} 

这 时 有 F* (GN 站 H)CF*GNFeH. 

这 个 定理 可 以 推广 到 有 穷 多 个 集合 的 并 和 交 的 情况 . 

正如 前 边 所 说 明 的 ,这 里 定义 的 复合 运算 是 左 复合 . 而 有 些 书 上 的 合成 FeG 指 的 是 右 
复合 . 这 两 种 定义 方法 的 性 质 一 样 ,但 在 性 质 的 证 明和 具体 计算 合成 运算 结果 时 不 同 . 本 
书 的 所 有 合成 运算 均 指 左 复合 . 

最 后 讨论 关系 的 客运 算 . 

设 R 为 A 上 的 关系 . ReR 可 以 简 记 为 R?, 称 为 R 的 2 次 竹 . 一 般 地 可 以 定义 R 的 nn 次 
短 R". 

定义 4.10 设 R 为 A 上 的 关系 ,n 为 自然 数 , 则 RR 的 n 次 宕 规定 如 下 : 

(1) R'°={<zr,zx>|r€A)}; 

(2) R"=R"-!°R,n 之 1. 

由 定义 可 以 知道 R" 就 是 A 上 的 恒 等 关 系 I4 ,不 难 证 明 下 面 的 等 式 

R°R"=R=R'°R, 
由 这 个 等 式 立 即 可 以 得 到 
R!=R°".R=R. 

例 4.8 设 A={a,b,c,d},R={<a,b,<b,a 交 , 二 b,c 这 ,过 c,d}), 求 R?°\R!.R?、 
R*.R: 和 RR’, 

解 图 4-4 给 出 了 R 的 各 次 寡 . 
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a 
(a) R9 (b) R=R! (c) RS=R (d) R=RS 
图 4-4 


在 有 穷 集 A 上 给 定 了 关系 R 和 自然 数 n ,如何 求 R*"? 可 以 用 3 种 方法 , 即 集合 运算 、 关 
系 和 矩阵 和 关系 图 法 . 在 例 4. 8 中 求 R? ,用 集合 运算 法 就 是 先 计算 ReR=R? ,然后 再 求 
R?。R. 如 果 使 用 关系 矩阵 的 方法 ,首先 要 找到 R 的 关系 矩阵 M ,然后 计算 M.M，M. 在 两 
个 矩阵 相 乘 时 ,第 i 行 j 列 的 元 素 7; (i,j 二 1,2,3,4) 满 足下 式 

ry = rary rirz; + risrs; + raraj. 
这 里 的 加 法 十 是 逻辑 加 , 即 
0 十 0=0，0 二 1=1，1+0=1，1 二 1=1. 

从 而 保证 六 是 0 或 1, 结 果 和 矩阵 仍 为 0 一 1 矩阵 . 根据 这 个 规则 , 例 4.8 的 R? 用 和 矩阵 法 运算 
就 是 
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0 1 0 00 1 0 01r0 1 0 0 
01.000 0 EO 1 0 
O00 OG 0 0 ll 0 0 1 
0 0 0 0Jl0 0 0 0Jl0 0 0 0 
i | 0 有 -了 
& 于 人 下 王爷 1 0 1 0 
looo0oo0llooo1| loooon 
0 0 0 0JL0 0 0 0 0 0 0 0 


所 以 ,有 尺 一 {<a,p> ,<a,d>> ,<0,a 二 ,<0,c 盖 ) .如果 用 关系 图 的 方法 , 则 需要 对 尺 的 
关系 图 G 中 的 任何 一 个 结 点 并 ,考虑 从 工 出 发 的 长 为 3 的 路 径 . 如 果 路 径 的 终点 是 y, 则 在 
Rs 的 关系 图 中 有 一 条 从 工 到 > 的 有 向 边 . 例如 ,在 图 4-4 关系 及 的 图 中 ,从 a 出 发 的 长 为 3 
的 路 径 有 < 一 0 一 0 和 4 一 pc 一 cd; 从 0 出 发 的 长 为 3 的 路 径 有 ba>b>a 和 0 一 4 一 0 一 
c. 而 从 c 和 4 出 发 的 路 径 长 度 都 小 于 3. 所 以 ,在 R 的 关系 图 中 只 有 4 条 边 , 即 < 一 0 一 
4d .b>a、b 习 c. 正如 图 4-4 所 示 . 

在 例 4. 8 中 ,如 果 对 n 二 3 继续 求 R" ,就 会 发 现 有 


R 一 Ri 一 Re 一 …， 
尼 一 有 一 RI 一 人 …， 
可 以 证 明 对 于 有 穷 集 A 和 A 上 的 关系 RR,R 的 不 同 的 索 只 有 有 限 个 . 


关于 寡 运 算 有 以 下 定理 . 
定理 4.3 设 R 为 A 上 的 关系 ,mn 是 自然 数 , 则 下 面 的 等 式 成 立 . 
(1) R" .eR"=R"t". 
(2) (R”)"=R™. 
证 明 任意 给 定 m, 对 n 进行 归纳 . 
(1) n=0,R”™°R’=R”=R”"+'. 
假设 R*。R"==R"+" , 则 
R"™°R"t!=R"°(R"°R)=(R™"°R")°R=R"t"*。 R=R"t"t!. 
(2) n=0,(R”)’=R’=R”™'. 
假设 (R”)" 二 R , 则 
(R”™)"t!=(R")"°R"=R"™°R"=R"™"t). 
由 归纳 法 知 (1) 和 (2) 都 成 立 . 国 


4.3 关系 的 性 质 


前 面 已 经 看 到 ,在 一 个 很 小 的 集合 上 就 可 以 定义 很 多 个 不 同 的 关系 . 但 是 真正 有 实际 
意义 的 只 是 其 中 很 少 的 一 部 分 ,它们 一 般 都 是 有 着 某 些 性 质 的 关系 . 

设 R 是 A 上 的 关系 ,R 的 性 质 主要 有 以 下 5 种 : 自 反 性 、 反 自 反 性 、 对 称 性 、 反 对 称 性 和 
传递 性 . 它们 的 定义 及 其 在 关系 矩阵 ,关系 图 中 的 特征 如 表 4-1 所 示 . 
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表 4-1 


自 反 性 反 自 反 性 对 称 性 反对 称 性 传递 性 
、 VzEA, 有 VzEA, 有 en ER | 省 汪 2 区 全 人 
定义 一 ER 一 rrER 则 一 zeER 且 z 和 天 >y, 则 有 < y,z~> ER, 
二 ee <y,r>E¢R 则 一 z,z>ER 
关系 矩阵 | 主 对 角 线 元 素 全 | 主 对 角 线 元 素 全 | 疝 果 方 一 下 且 7 
的 特点 “| 是 1 是 0 答 阵 为 对 称 矩阵 | >。 ,py 六 一 0 
如 果 两 个 顶点 之 | 如 果 顶 点 z 到 
关系 图 的 | 图 中 每 个 项 点 都 | 图 中 每 个 顶点 都 | 问 有 边 ,一 定 是 | 关中 写字 |z) 有 边 ，z 到 
特点 | 有 环 没 环 一 对 方向 相反 | 四 和 天， 生生 | ze 有 边 , 则 从 
的 边 人 到 zk 有 边 


根据 表 4-1 所 列 的 特点 不 难 判 断 关系 的 性 质 . 例如 ,集合 A 上 的 全 域 关 系 和 恒 等 关 系 
是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 . 整除 关系 、 小 于 等 于 关系 和 短 集 上 的 包含 关系 是 自 反 的 、 反 对 称 
的 和 传递 的 . 

设 A 为 非 空 的 集合 ,A 上 的 关系 可 以 是 自 反 的 、 反 自 反 的 ,或 者 既 不 是 自 反 的 ,也 不 是 
反 自 反 的 .例如 ,A 二 {1,2,3), 令 


Ri={<l1I>y <22>3 3 > 12>) 
R; = {=<2,3>, <3,2>}; 
R= {<1,1>, <2,2>)}. 


那么 Ri 是 自 反 的 ,R 是 反 自 反 的 ,Rs 既 不 是 自 反 的 ,也 不 是 反 自 反 的 . 类 似 地 ,A 上 的 关系 
可 以 是 对 称 的 ,反对 称 的 ,既是 对 称 的 又 是 反对 称 的 , 既 不 是 对 称 的 又 不 是 反对 称 的 . 例如 ， 
A=={1, 2, 3}, 今 


B= 三 {< ll 
Rs={<1,2>,<=<1,3>}; 
R= {<=1,1—}; 


R= 相机 站 和 23 
则 R, 是 对 称 的 ,Rs 是 反对 称 的 ,Re 既是 对 称 的 又 是 反对 称 的 ,Ri 既 不 是 对 称 的 又 不 是 反 
对 称 的 . 

一 般 说 来 ,任何 A 上 的 自 反 关系 尺 一 定 包 含 了 A 上 的 恒 等 关系 , 即 SR. 而 A 上 的 
反 自 反 关 系 R 一 定 与 14 不 交 , 即 4 门 R 二 名 . 如果 I4 门 R 隆 名 且 I 先 R, 那 么 RR 既 不 是 自 
反 的 ,也 不 是 反 自 反 的 . 同样 地 ,A 上 的 对 称 关 系 R 一 定 满足 等 式 R7! 二 RR, 而 反对 称 关系 RR 
则 满足 等 式 RNR7!CT4. 由 此 可 以 知道 ,如 果 R 既是 对 称 的 ,又 是 反对 称 的 , 则 RESET. 关 
于 传递 关系 R, 它 满足 的 条 件 是 Re:RCR. 

例 4.9 试 判断 图 4-5 中 关系 的 性 质 . 

解 图 4-5(a) 的 关系 在 {1,2,3} 上 是 对 称 的 , 因 1 1 1 
为 顶点 1 与 2.1 与 3 之 间 的 边 都 是 一 对 方向 相反 的 从 人 ,AN 
边 . 它 既 不 是 自 反 的 ,也 不 是 反 自 反 的 ,因为 有 的 顶点 2 3 2 3 
有 环 , 有 的 顶点 没 环 . 它 也 不 是 传递 的 ,因为 2.1 ER (a) (b) (0) 
且 二 1,2 这 ER, 如果 是 传递 的 就 应 有 二 2,2 ER, 但 
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图 4-5 


顶点 2 没有 环 . 图 4-5(b) 的 关系 是 反 自 反 的 ,因为 每 个 顶点 都 没有 环 . 它 也 是 反对 称 的 , 因 
为 两 条 边 都 是 单 向 边 . 它 又 是 传递 的 ,因为 不 存在 顶点 zx,y,xE{1,2,3) ,使 得 zx 到 y 有 边 ， 
y 到 xz 有 边 ,但 x 到 xz 没有 边 . 图 4-5(c) 的 关系 是 自 反 的 ,反对 称 的 ,但 不 是 传递 的 . 因为 2 
到 1 有 边 ,1 到 3 有 边 , 但 2 到 3 没有 边 . 

设 Ri、R, 是 A 上 的 关系 ,它们 具有 某 些 性 质 . 在 经 过 并 、 交 、 相 对 补 、 求 逆 、 合 成 等 运算 
后 所 得 到 的 新 的 关系 是 否 还 具有 原来 的 性 质 呢 ? 这 与 原来 的 性 质 与 运算 的 种 类 有 关 . 可 以 
证 明 以 下 的 结论 . 

(1) Ri 、R: 为 A 上 的 自 反 关系 , 则 经 过 并 、 交 、 道 、 合 成 运算 以 后 , 仍 能 保持 自 反 性 . 

(2) Ri、Rs 为 A 上 的 反 自 反 关系 , 则 经 过 并 、 交 、 相 对 补 、 逆 运算 后 , 仍 能 保持 反 自 反 性 . 

(3) Ri、R: 为 A 上 的 对 称 关系 , 则 经 过 并 、 交 、 相 对 补 、 逆 运算 后 , 仍 能 保持 其 对 称 性 . 

(4) Ri 、R: 为 A 上 的 反对 称 关系 , 则 经 过 交 、 相 对 补 、 逆 运算 后 , 仍 能 保持 其 反对 称 性 . 

(5) Ri 、R;, 为 A 上 的 传递 关系 , 则 经 过 交 和 逆 运 算 后 仍 能 保持 其 传递 性 . 

将 以 上 的 结果 总 结 成 表 4-2. 设 Ri 、R, 是 A 上 的 关系 ,如 果 经 过 某 种 运算 后 仍 保持 原 
来 的 性 质 , 则 在 相对 应 的 格 内 划 / ,如 果 不 一 定 则 划 X. 


性 反 自 反 性 对 称 性 反对 称 性 传递 性 


对 于 保持 性 质 的 运算 都 可 以 经 过 命题 演算 的 方法 给 出 一 般 的 证 明 , 对 于 不 一 定 保持 性 
质 的 运算 都 可 以 举 出 反例 . 下 面 仅 给 出 两 个 证 明 的 实例 ,其 余 留 给 读者 思考 . 
设 Ri、R, 为 A 上 的 对 称 关系 ,证 明 Ri 门 R, 也 是 A 上 的 对 称 关系 . 
证 明 对 任意 的 <z,y 二 ， 
<r'y>ER NER, 
全 二 zy 二 ER MA<r,y >ER, 
Oy,rT>ER 人 < 志 >y 7 二 EGR， 
OZy,rt>ER 门 R: 
所 以 ,Ri 站 Rs 在 A 上 是 对 称 的 . 
设 Ri 、R: 是 A 上 的 反对 称 关系 , 则 Ri UR; 不 一 定 是 A 上 的 反对 称 关 系 . 例如 ,A= 
{ziyzz) ,Ri 二 {之 zi ,x2} \.Rz 二 {过 zz ,Xi1} 都 是 A 上 的 反对 称 关 系 , 但 Ri UR: 王 (<z， 
ZXs 记 ,二 zz ,Xl 记 ) 不 是 A 上 反对 称 关系 . 


4.4 关系 的 闭 包 


本 节 只 研究 关系 的 自 反 、 对 称 和 传递 的 闭 包 . 设 R 是 非 空 集合 A 上 的 关系 ,有 时 候 人 
们 希望 R 具 有 一 些 有 用 的 性 质 ,例如 , 自 反 性 (对 称 性 或 传递 性 ). 为 此 ,需要 在 R 中 添加 一 
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些 有 序 对 而 构成 新 的 关系 R', 使 得 R' 具有 所 需要 的 性 质 ,但 又 不 希望 R' 变 得 “ 太 大 ”. 换 句 
话说 ,希望 添加 的 有 序 对 尽 可 能 少 . 满足 这 些 要 求 的 R' 就 是 R 的 自 反 (对 称 或 传递 ) 闭 包 . 

定义 4.11 设 R 是 非 空 集合 A 上 的 关系 ,R 的 自 反 闭 包 (对 称 闭 包 或 传递 闭 包 ) 是 A 
上 的 关系 R', 且 R' 满 足以 下 条 件 : 

(1) R' 是 自 反 的 (对 称 的 或 传递 的 ); 

(2) RER’; 

(3) 对 A 上 的 任何 包含 R 的 自 反 关系 (对 称 或 传递 关系 )R” 都 有 R'ER”. 

一 般 将 尺 的 自 反 闭 包 记 作 (R) ,对称 闭 包 记 作 s(R) ,传递 闭 包 记 作 :CR). 

例 4.10 设 A={a,bcyd),R 三 (一 ap 二 ，<ba>>，<bc>，<c,d>>), 则 尺 和 
7(R) 、s(R) .t(R) 的 关系 图 如 图 4-6 所 示 . 


a d 
-ee QO-O-O Ca 
a b ec dd a b ed 8 ed 


(DR (b) r(R) (©) s(R) (d) AR) 
图 4-6 


如 何 求 A 上 关系 R 的 闭 包 ?下面 的 定理 给 出 了 构造 的 方法 . 

定理 4.4 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 关系 , 则 有 

(1) r(R)=RUR'; 

(2) 5s(R)=RUR-!; 

(3) t(R)=RUR?URU.…. 

限于 篇 幅 , 不 再 证 明 这 个 定理 , 仅 就 它 的 应 用 做 一 点 说 明 . 

可 以 直接 使 用 这 3 个 公式 来 计算 R 的 闭 包 ,对 有 穷 集 A 来 说 ,R 的 不 同 的 每 只 有 有 限 
种 ,所 以 (3) 式 的 右边 一 定 是 有 限 项 . 但 对 无 穷 集 A 就 不 一 定 是 有 限 项 了 . 根据 这 些 公式 ， 
在 例 4. 10 中 有 

r(R)=RU R= {<a,b>, <ba>, <b,c>, <e,d>} 
Uama > ees dd>) 
={<awb>, ba <bc>s ed>, <aa>, 
bb et nd 
sR)=RUR!'= {<ab > <ha>, < > <ed>} 
Ut<ba > <ub > b> <dir>} 
={<a,b>, <ba>, <b,c>, <ed>, <eb>, <d,c>}. 
i(R)=RUR UR 
={<ab>; ha>, he>, <ed>} 
UU{aa > 
U<awb > ad> <<a } 
={<a,a>, <a,b>, <ac>, <ad>, <ba>, 
bb Od > ed 
霹 通 全 品 


将 定理 4.4 中 的 公式 转换 成 矩阵 表示 就 得 到 求 闭 包 的 和 矩阵 方法 . R 的 关系 矩阵 为 M， 
相应 的 自 反 对称、 传递 闭 包 的 和 矩阵 为 M,、M, 、M, , 则 有 
M,= M+E 
M,.=M+M 
M,= M+M++M +… 
其 中 E 表示 同 阶 的 单位 矩阵 ( 主 对 角 线 元 素 为 1, 其 他 元 素 都 是 0) ,M 表示 M 的 转 置 ,而 十 
均 表示 和 矩阵 中 对 应 元 素 的 逻辑 加 . 在 例 4. 10 中 3 个 结果 和 矩阵 如 下 . 


[0 1 0 0 1 9 97101 i. 工交 9 
1 0 .1 人 0100 i 0 
M., = 二 下 
10 0 0 1 0 001 1 
[0 0 0 0 oo001| loo1 
ro 1 0 0 010 0|] ro 1 .00 
1 0 0 1 人 -个 人 i 
M, = 生 二 
0 0 1 10 100 0 10 1 
[0 0 0 0 0 HH 0 O01 
0 让 二 
人 | 
M, = 一 十 
人 人 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00. 0 1 
0 0 0 0 o00 0 [looo00 0 0 0 0 


利用 这 个 定理 的 结果 ,对 例 4. 10 来 说 ,直接 从 关系 图 求 闭 包 是 最 方便 的 . 检查 R 的 关 
系 图 , 哪 一 个 结 点 没有 环 就 加 上 一 个 环 ,从 而 得 到 r(R) 的 关系 图 ， 如果 将 R 的 关系 图 中 的 
单 向 边 全 部 改 成 双向 边 , 其 他 都 不 变 , 就 得 到 s(R) 的 关系 图 至 于 传递 闭 包 ,只 要 依次 检查 
R 的 关系 图 的 每 个 结 点 xz ,把 从 工 出 发 的 长 度 不 超过 n(n 是 图 中 结 点 的 个 数 ) 的 所 有 路 径 的 
终点 找到 ,如 果 x 到 这 样 的 终点 没有 边 ,就 加 上 一 条 边 . 比如 ,从 a 出 发 的 路 径 可 以 达到 a 、 
bc.d. 而 原 图 中 没有 aa ec 和 wd 的 边 , 在 1(R) 的 关系 图 中 要 加 上 a>a、ac 和 a 
>d 边 . 对 其 他 3 个 结 点 5.c 和 4d 也 同样 做 ,就 可 以 得 到 +(R) 的 关系 图 了 . 


4.5 ”等 价 关 系 和 偏 序 关系 


本 节 将 讨论 两 种 最 重要 的 关系 ,它们 都 具有 良好 的 性 质 和 广泛 的 应 用 . 

定义 4.12 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 关系 ,如 果 尺 是 自 反 的 .对称 的 和 传递 的 , 则 称 R 
为 A 上 的 等 价 关 系 . 对 任何 zx,yEA ,如果 二 xz,y 记 E 等 价 关 系 尺 , 则 记 作 z 一 y. 

例 4.11 A={1,2,…,8},R={<x,y 之 |x,y€EA Az 三 y(mod 3)}, 其 中 zx 圭 y(mod 3) 
的 含义 就 是 x 一 y 可 以 被 3 整除 . 不 难 验证 R 为 A 上 的 


等 价 关 系 , 它 的 关系 图 如 图 4-7 所 示 , 其 中 1 一 4 一 7,2 一 1 2 » 
5~8,3~6. 六 2 
把 模 3 的 等 价 关系 推广 ,对 任何 正 整 数 可 以 定义 G 
图 4-7 


整数 集合 Z 上 模 的 等 价 关 系 . 
。89 。 


R= {<z,y>|z,y EZ Azr=y(mod 7n))}. 
例如 , 当 n=5 时 ,可 以 证 明 整 数 之 间 的 等 价 性 满足 : 
2 
人 9 一 一 4 一 1 一 6 一 11 一 … 
人 一 ~ 一 3 一 2 一 7 一 12 一 …… 
名 
Pe 

再 看 一 些 等 价 关 系 的 例子 . 

例 4.12 (1) 在 一 群 人 的 集合 上 年 龄 相等 的 关系 是 等 价 关 系 , 而 朋友 关系 不 一 定 是 等 
价 关 系 , 因 为 它 可 能 不 是 传递 的 . 一 般 称 这 种 自 反 的 对 称 的 关系 为 相 容 关系 . 显然 等 价 关 
系 都 是 相 容 关系 ,但 相 容 关系 不 一 定 是 等 价 关系 . 

(2) 动物 是 按 种 属 分 类 的 “具有 相同 种 属 ” 的 关系 是 动物 集合 上 的 等 价 关 系 . 

(3) 集合 上 的 恒 等 关 系 和 全 域 关 系 都 是 等 价 关系 . 

(4) 在 同一 平面 上 三 角形 之 间 的 相似 关系 是 等 价 关 系 , 但 直线 间 的 平行 关系 不 是 等 价 
关系 ,因为 它 不 是 自 反 的 . 

设 R 是 非 空 集合 A 上 的 等 价 关系 , 则 A 上 互相 等 价 的 元 素 构成 了 A 的 若干 个 子 集 , 称 
作 等 价 类 . 下 面 给 出 等 价 类 的 一 般 定义 . 

定义 4.13 设 R 是 非 空 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,对 任意 的 TEA, 令 

[zjx = {y | y €A MzRy}, 
则 称 [xjr 为 x 关于 R 的 等 价 类 ,简称 为 x 的 等 价 类 , 简 记 为 [zx]. 
在 例 4. 11 中 有 
[好 二 下 条 三 臣 1 = 47)3 
[2] = [5] = [8] = {2,5,8}, 
[L311 {36% 

等 价 类 具有 下 面 的 性 质 . 

定理 4.5 设 尺 是 非 空 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 对 任意 的 z,yEA, 下 面 的 结论 成 立 . 

(1) [x]#2 ,有 [zjSA; 

(2) 若 xzRy, 则 [zx]==[y]; 

(3) 车 zxRy, 则 [xz] 站 [yj]=2; 

CD Ura=A. 

我 们 不 准备 证 明 这 个 定理 ,只 解释 一 下 它 的 含义 . (1) 表 明 任何 等 价 类 都 是 集合 A 的 非 空 
子 集 . 比如 ,在 例 4.11 中 3 个 等 价 类 都 是 A 的 子 集 . (2) 和 (3) 说 的 是 在 A 中 任 取 两 个 元 素 , 它 
们 的 等 价 类 或 是 相等 ,或 是 不 交 . 比如 ,在 例 4.11 中 ,1、4 和 7 的 等 价 类 彼此 相等 ,都 是 {1,4， 
7}. 但 1 和 2 的 等 价 类 彼此 不 交 . (4) 表 示 所 有 等 价 类 的 并 集 就 是 A. 在 例 4. 11 中 就 是 

{15457} U (255,8} UY (356} = {9558). 

定义 4.14 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,以 R 的 不 交 的 等 价 类 为 元 素 的 集合 称 

作 A 在 R 下 的 商 集 , 记 作 A/R, 即 
0 


A/R = {[zjr | zx €A}. 
在 例 4.11 中 ,A 在 R 下 的 商 集 是 
A/R= {{1,4,7},{2,5,8},{3,6}}. 
例 4.13 (1) po 集合 A 上 的 全 域 关系 Es 是 A 上 的 等 价 关系 ， 对 任意 xEA 有 [x]= 
A, 商 集 A/FEs=={A 
(2) Py A 上 的 恒 等 关 系 14 是 A 上 的 等 价 关系 ,对 任意 zxEA 有 [zx] 二 {x}, 商 集 
A/IA={{zx}|z€EA}. 
(3) 在 整数 集合 Z 上 模 的 等 价 关系 ,其 等 价 类 是 
[0] = {,—2n,C—n, 0,n, 2n,} = {nz | xz €27}) = nZ, 
[1]J (一 2 十 1, 一 2 十 1,1, 2 十 1，22 十 1，…} 
= (xz 十 1|zEZ} 一 ?7Z 十 1， 
[2?] 人 kB 
= {m+2|z€2} = nZ+2, 


[n—1]J {** 272 十 7 一 1, 一 2 十 2 一 1, 7 一 1,72 十 2 一 1，…)} 
= (zz 十 ?一 1 | zxEZ)} 王 MD 十 7 一 1. 
商 集 为 
{[0j, [1j], »…, [nO—1]}. 

定义 4.15 设 和 A 是 非 空 集合 ,如 果 存 在 一 个 A 的 子 集 族 x(xSP(A)) 满 足以 下 条 件 : 

(1) OG Ex; 

(2) x 中 任意 两 个 元 素 不 交 ; 

(3) x 中 所 有 元 素 的 并 集 等 于 A , 则 称 x 为 A 的 一 个 划分 , 且 称 x 中 的 元 素 为 划分 块 . 

例 4.14 考虑 集合 A={a,b,c,d) 的 下 列子 集 族 : 

(1) {{a},{6b,c}, {ad}}; 

(2) {abc,d}}; 

(3) {la,b},{c},{a,d}} 

CA Os aD) ted ys 

(5) {{a}, {b,c}}. 
则 Q)、(2) 都 是 A 的 划分 . 但 (3) 不 是 A 的 划分 ,因为 其 中 的 子 集 {a,5) 与 {a,d) 有 交 . (4) 不 
是 A 的 划分 ,因为 如 在 其 中 . (5) 也 不 是 A 的 划分 ,因为 所 有 子 集 的 并 集 不 等 于 A. 

由 商 集 和 划分 的 定义 不 难看 出 , 非 空 集合 A 上 定义 等 价 关 系 尺 ,由 它 产 生 的 等 价 类 都 
是 A 的 非 空子 集 , 不 同 的 等 价 类 之 间 不 交 , 并 且 所 有 等 价 类 的 并 集 就 是 A. 因此 ,所 有 等 价 
类 的 集合 , 即 商 集 A/R, 就 是 A 的 一 个 划分 , 称 为 由 R 所 诱导 的 划分 . 反之 ,在 非 空 集合 A 
上 给 定 一 个 划分 +, 则 A 被 分 割 成 若干 个 划分 块 . 如 下 定义 A 上 的 二 元 关系 R ,对 任何 元 素 
ZX,yE€A, 如 果 xz 和 y 在 同一 划分 块 中 , 则 zRy. 那么 ,可 以 证 明 R 是 A 上 的 等 价 关 系 , 称 为 
由 划分 x 所 诱导 的 等 价 关系 , 且 该 等 价 关系 的 商 集 就 等 于 x. 所 以 集合 A 上 的 等 价 关系 与 
集合 A 的 划分 是 一 一 对 应 的 . 
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例 4.15 设 A={1,2,3}, 求 出 A 上 所 有 的 等 价 关 系 . 
解 ” 先 求 A 的 各 种 划分 : 只 有 1 个 划分 块 的 划分 zt ,具有 两 个 划分 块 的 划分 xs ,rs 和 
ri, 具 有 3 个 划分 块 的 划分 xs ,请 看 图 4-8. 


加 @ 四 


加 
图 4-8 


设 对 应 于 划分 x 的 等 价 关 系 为 R;,i==1, 2， 5, 则 有 
< 
oD ec el We: eR 
<3,2>}UL=E; 
本 
本 三 4 过 本 3 
0 
除了 等 价 关 系 之 外 , 另 一 种 重要 的 关系 就 是 偏 序 关系 . 
定义 4.16 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 关系 ,如 果 尺 是 自 反 的 ` 反 对称 的 和 传递 的 , 则 称 
R 为 A 上 的 偏 序 关系 . 简称 偏 序 , 记 作 矢 . 
任何 集合 A 上 的 恒 等 关 系 , 集 合 的 寡 集 P(A) 上 的 包含 关系 ,实数 集 上 的 小 于 等 于 关 
系 , 正 整数 集 上 的 整除 关系 都 是 偏 序 关系 
设 过 为 A 上 的 偏 序 关 系 , 如 果 有 序 对 二 x,y 二 属于 偏 序 过 ,可 记 作 x 过 y, 读 作 “xz 小 于 
等 于 y”. 这 里 的 小 于 等 于 不 是 指数 的 大 小 ,而 是 指 它们 在 偏 序 中 位 置 的 先后 . 例如 ,集合 
(1 Ps 上 的 大 于 等 于 关系 , 则 
a ta i Ph 
Rs 它们 分 别 表示 二 3,2 记 、 二 2,2 二 > 和 二 3,1 二 属于 偏 序 . 因为 < 
是 {1,2,3) 上 的 大 于 等 于 关系 ,在 前边 的 数 恰好 是 比较 大 的 数 . 
定义 4.17 一 个 集合 A 与 A 上 的 偏 序 关系 R 一 起 称 作 偏 序 集 , 记 作 二 A,R>. 
例如 ,二 Z,R< 二 .二 P(A),Rc 记 都 是 偏 序 集 , 其 中 R< 表 示 通 常 的 数 的 小 于 等 于 关系 ， 
而 Re 表示 集合 的 包含 关系 . 
定义 4.18 设 二 A, 二 为 偏 序 集 , 对 于 任意 的 +, yEA, 如 果 xz<y 或 者 yz 成立, 则 
称 z 与 y 是 可 比 的 ,如 果 z<y ( 即 x<yAzx 关 y), 且 不 存在 xEA 使 得 z<z<y, 则 称 > 盖 
住 z. 
例如 ,<A, 和 > 是 偏 序 集 , 其 中 A={1,2,3,4,5}, 入 是 整除 关系 . 那么 ,对 任意 x EA 
都 有 1< 和 z, 所 以 ,1 和 1,2,3,4,5 都 是 可 比 的 ,但 是 2 不 能 整除 3,3 也 不 能 整除 2, 所 以 ,2 和 
3 是 不 可 比 的 . 对 于 1 和 2 来 说 ,1<2, 并 且 不 存在 xEA 使 得 1 整除 = 并 且 > 整除 2, 所 以 ,2 
盖 住 1. 同样 ,有 4 盖 住 2, 但 4 不 盖 住 1, 因 为 有 1<2<4 成立. 显然 ,如 果 工 与 y 不 可 比 ， 
则 一 定 不 会 有 > 盖 住 > 或 > 盖 住 z. 
s 2 。 


定义 4.19 设 二 4A, 科 过 为 偏 序 集 , 若 对 任意 的 z,yEA,z 和 >y 都 可 比 , 则 称 科 为 A 上 
的 全 序 关系 , 且 称 <A, 和 > 为 全 序 集 . 

例如 ,{1,2,3,4,5} 上 的 小 于 等 于 关系 是 全 序 关系 ,而 整除 关系 就 不 是 全 序 关 系 . 

对 于 有 穷 的 偏 序 集 汪 A, 科 之 可 以 用 哈 斯 图 来 描述 ,实际 上 哈 斯 图 就 是 简化 的 关系 图 . 
在 哈 斯 图 中 每 个 结 点 表示 A 中 的 一 个 元 素 , 结 点 位 置 按 它们 在 偏 序 中 的 次 序 从 底 向 上 排 
列 . 如 果 > 羡 住 x+, 则 在 x 和 y 之 间 连 一 条 线 . 下边 给 出 两 个 哈 斯 图 的 例子 . 

例 4.16 面 出 二 {1,2,…,12}, Rg 攻 和 二 P({a,b,c}), Re 的 哈 斯 图 . 

解 ” 哈 斯 图 如 图 4-9 所 示 . 


8 
人 忆 仙 Ck ho 
CA 
人 
1 纪 | d 8 
at 2 ep> <P({a, b,c}) Re> | 
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(a) (b) a b h 
图 4-9 图 4-10 


例 4.17 设 偏 序 集 二 A, 过 二 的 喻 斯 图 如 图 4-10 所 示 , 求 出 集合 A 的 偏 序 <. 
解 A={a,b,c,d,e,f,g,h}. 
=Car oad Caw Lh hd hs Cee, 
<de>, fg> UL: 

由 哈 斯 图 的 定义 不 难看 出 全 序 集 的 哈 斯 图 是 一 条 直线 ,所 以 ,全 序 集 也 可 称 为 线 序 集 . 

定义 4.20 设 <4A, 和 > 为 偏 序 集 ,BSA. 

(1) 若 3yEB ,使 得 VzCzEB->y 入 zz) 成 立 , 则 称 y 是 B 的 最 小 元 . 

(2) 若 3yEB, 使 得 VzCzEB-~z 入 y) 成 立 , 则 称 y 是 B 的 最 大 元 . 

(3) 若 3yEB, 使 得 "3z(zEBAz<y), 则 称 y> 是 忆 的 极 小 元 . 

(4) 若 3yEB, 使 得 -3x(rEBAy<x), 则 称 y 是 B 的 极 大 元 . 

由 定义 可 知 ,如 果 y 是 B 的 最 小 元 , 则 它 “ 小 于 ”B 中 所 有 其 他 的 元 ;如 果 y 是 B 的 最 大 
元 , 则 它 “ 大 于 ”B 中 所 有 其 他 的 元 . 最 大 元 或 最 小 元 可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 . 如 果 存 在 , 则 
是 唯一 的 . 图 4-9 的 两 个 偏 序 集 都 有 最 小 元 ,分 别 是 1 和 名. 整除 关系 的 偏 序 集 没有 最 大 
元 ,包含 关系 的 偏 序 集 有 最 大 元 {e,0,c}. 图 4-10 的 偏 序 集 没有 最 小 元 ,也 没有 最 大 元 . 

极 大 元 与 最 大 元 不 同 ,如 果 在 B 中 没有 比 y 大 的 其 他 元 存在 ,y 就 是 B 的 一 个 极 大 元 . 
对 于 非 空 有 穷 偏 序 集 来 说 ,一 定 存在 着 极 大 元 .有 时 甚至 于 存在 多 个 极 大 元 ,凡是 在 喻 斯 图 


10、11 和 12, 包 含 关 系 的 偏 序 集 有 唯一 的 极 大 元 {a,5,c}. 对 于 极 小 元 也 有 类 似 的 特征 . 

图 4-9 中 两 个 偏 序 集 都 有 极 小 元 ,分 别 是 1 入. 图 4-10 的 偏 序 集中 极 大 元 是 e、g 和 有 , 极 

小 元 是 a.b、f 和 有 hh. 天 为 孤立 结 点 , 它 与 任何 别 的 元 都 不 可 比 , 所 以 , 它 既 是 极 大 元 ,也 是 极 
让 


小 元 . 

定义 4.21 设 <A, 科 > 为 偏 序 集 , BSA. 

(1) 若 3yEA4A, 使 得 VzCzEB-z 入 y) 成 立 , 则 称 y 为 B 的 上 界 . 

(2) 若 3yEA, 使 得 Yr(rEB 一 y 才 z+) 成 立 , 则 称 y 为 B 的 下 界 . 

(3) 令 C={yly 为 B 的 上 界 }, 则 称 C 的 最 小 元 为 B 的 最 小 上 界 或 上 确 界 . 

(4) 令 D={yly 为 B 的 下 界 }, 则 称 DD 的 最 大 元 为 B 的 最 大 下 界 或 下 确 界 . 

在 图 4-9 中 整除 关系 的 偏 序 集 里 ,如 果 B= 二 {2,3,6}) ,那么 B 的 上 界 是 6 和 12, 最 小 上 
界 是 6. B 的 下 界 是 1, 最 大 下 界 也 是 1. 而 在 图 4-10 中 , 令 B={c,d,e), 则 B 的 上 界 和 最 小 
上 界 都 是 e,B 的 下 界 为 a.b, 但 B 没有 最 大 下 界 . 易 证 ,如 果 最 小 上 界 或 最 大 下 界 存在 ,一 
定 是 唯一 的 . 


4.6 ”函数 的 定义 和 性 质 


函数 也 可 以 称 作 映 射 , 它 是 一 种 特殊 的 二 元 关系 ,以 前 所 讨论 的 有 关 集 合 或 关系 的 运算 
和 性 质 对 于 函数 完全 适用 . 

定义 4.22 设 下 为 二 元 关系 ,车 对 任意 的 xEdomF 都 存在 唯一 的 yEranF 使 得 xFy 
成 立 , 则 称 下 为 函数 . 

例如 ,关系 

Fy = {< i > mh Ss i >} 
是 函数 ,而 关系 
FF 一 (二 zy >, ry >, rN >, xy >} 

不 是 函数 ,因为 对 于 zi1EdomF 有 ziFzyi 和 ziFsys 同时 成 立 . 

函数 一 般 用 大 写 或 小 写 英文 字母 来 表示 ,如果 二 x,y 记 E 函 数 下 , 则 记 作 下 (zx) 二 y, 称 y 
是 下 在 x 的 函数 值 . 

因为 函数 是 集合 ,所 以 ,两 个 函数 f 和 g 相等 就 是 它们 的 集合 表达 式 相 等 , 即 

f=gSfCEg Nef 

换 句 话说 就 是 domf= 二 domg, 且 对 任意 的 xEdomf 二 domg 有 f(x) 二 g(x). 

定义 4.23 设 A.B 是 集合 ,如 果 函 数 三 满足 以 下 条 件 : 

(1) domf=A; 

(2) ranf SB. 
则 称 /是 从 A 到 B 的 函数 , 记 作 f: A 一 B. 

定义 4.24 设 A.B 为 集合 ,所 有 从 A 到 B 的 函数 构成 集合 BS*, 读 作 “B 上 A”. 即 

B={f|f:A—B). 
例如 ,A={0,1,2) ,B=={a,5}, 则 
B= {fir for fe}s 
其 中 
f={<0a>, <1la>, <2,a}; 
8 
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EE ,a ee 
R= 
i 
kits 
而: 一 
ke 
一 般 来 说 ,如 果 |A|==m,|1B|==n,mn 不 全 是 0, 则 |B*|=n”. 
定义 4.25 设 f: A 一 B,A’CA, 则 A' 在 f 下 的 像 是 
fA)= {f(z) | zx €A'} = f[A'], 
当 A’==A 时 , 称 f(A')==f(A)==ranf 是 函数 的 像 . 
对 任何 xEA ,f(zx) 与 f(A) 是 不 一 样 的 , f(z) 是 函数 在 xz 的 值 ,也 可 以 看 成 x 在 f 下 的 
像 , 它 是 像 集 f(A) 中 的 一 个 元 素 , 即 f(x) Ef(A). 
例如 ,f: R 习 R,f(z) 二 e* ,那么 有 
f(0) = = 1; 
f({—1,0,1})) = {€ ,eel} = {€@ ,1,e}, 
f(R)==R+ ,Rt 为 正 实数 集 . 
下 面 分 析 函 数 的 性 质 . 
定义 4.26 设 函 数 f: A 一 B. 
(1) 若 ranf 一 已 , 则 称 f 是 满 射 的 (或 到 上 的 ). 
(2) 车 对 于 任何 的 x ,xs EA,zi 关 zx2, 都 有 f(zi) 关 f(xs), 则 称 f 是 单 射 的 (或 一 对 
一 的 )， 
(3) 若 三 既是 满 射 的 ,又 是 单 射 的 , 则 称 f 是 双 射 的 (或 一 一 到 上 的 ). 
例如 ,函数 f: {1,2)} 一 (0),F(G)= 大 2)=0, 那 么 了 是 满 射 的 ,但 不 是 单 射 的 函数 
f: N>N,f(z) 二 2zx 是 单 射 的 ,但 不 是 满 射 的 ,因为 ranf 不 含有 奇数 , 即 ranfCN. 而 函数 
f: Z>Z,f(x)==zx 十 1 是 双 射 的 . 
例 4.18 分 别 确定 以 下 各 题 中 的 f 是 否 为 从 A 到 B 的 函数 ,并 对 其 中 的 f/; A 一 B 指 
出 它 是 否 为 单 射 满 射 或 双 射 . 如 果 不 是 ,请 说 明理 由 . 
Cy = 
j= 
(2) A.B 同 (1)， 
A= 
(3) A.B 同 (1)， 
y= (< 
(4) A、B 为 实数 集 ， 
f(r) = 2 = 
(5) A.B 同 (4)， 
FE = 
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(6) A.B 同 (4)， 


ERY SN 
(7) A.B 同 (4)， 
f(x) 一 过. 
(8) A、B 为 正 整数 集 ， 
f(x)= z+l1. 
(9) A.B 同 (8)， 
fx) = EL 工 一 1】 
下 一 .有 业 
(10) A、B 为 正 实 数 集 ， 
fz) = 


解 (1) f 是 从 A 到 B 的 函数 ,但 不 是 单 射 的 ,因为 F(3)=F(5) 王 9. 也 不 是 满 射 的 ， 
因为 7& ranf. 

(2) /不 是 从 A 到 B 的 函数 ,因为 domf= 二 {1,2,3,4) 关 A. 

(3) /不 是 从 A 到 B 的 函数 ,因为 对 于 1Edom 有 7 和 9 两 个 值 与 它 对 应 . 

(4) f 是 从 A 到 B 的 函数 . 但 它 不 是 单 射 的 ,因为 1/(0)= 二 了 (1) = 二 0. 也 不 是 满 射 的 , 因 
为 该 函数 的 最 小 值 是 一 1/4, 所 以 ran 是 区 间 [ 一 1/4, 十 cc=], 不 是 整个 实数 集 . 

(5) f 是 从 A 到 B 的 双 射 函数 . 

(6) f 不 是 从 A 到 B 的 函数 ,因为 domf 是 [0, 十 cc], 不 是 实数 集 . 

(7) f 不 是 从 A 到 B 的 函数 ,因为 0& domf. 

(8) f 是 从 A 到 B 的 函数 , 且 f 是 单 射 的 ,但 它 不 是 满 射 的 ,因为 1 franf. 

(9) f 是 从 A 到 B 的 函数 , 且 f 是 满 射 的 ,但 它 不 是 单 射 的 ,因为 f(1)==f(2)=1. 

(10) f 是 从 A 到 B 的 函数 ,但 它 不 是 单 射 的 ,因为 当 x 一 0 时 FCz) 一 0, 而 当 盖 十 co 
时 ,也 有 f(x) 习 0, 只 有 当 xz=1 时 ,f(1)==1/2 是 极 大 值 . 所 以 , 必 存 在 x1 和 zs,0 二 zi 二 
1 过 zs, 且 f(xi)==f(xs). 这 里 取 xE(0,1),zxs==1/xi 即 可 ,比如 f(1/2)=f(2)=2/5. 

例 4.19 判断 以 下 函数 的 单 射 \ 满 射 和 双 射 性 . 

(1) ff: RXR 一 RXR,R 为 实数 集 ， 

有 
(2) f: NXN>N,N 为 自然 数 集 (0EN)， 
f(<zry>)=| x —y|. 

解 (1) 任 取 二 xz,y 二 ,二 u,v>ERXR, 二 zx,y 放 隆之 u,v 这 ,只 要 证 明了 二 x 十 y,x 一 y 
关 过 uw 十 vwu 一 v 这 ,就 可 以 说 是 单 射 的 . 用 反 证 法 . 

假设 天 z 十 y,z 一 y 盖 三 二 xx 十 ,xx 一 zz , 则 有 

ZX 十 y 二 uv 且 xX 一 y= 二 uu 一 v， 


由 这 两 个 式 子 解 得 
r=ufBy=v, 
训 光 闪光 


所 以 ,有 
Ty 二 一 二 MU 二 。 

与 已 知 矛 盾 . 

为 证 明 f 是 满 射 的 ,只 要 对 任意 的 二 u,v ERXR 找到 二 z+,y ER XR, 使 得 
f(x,y 放 )= 过 u,v 放 就 可 以 了 . 

由 上 的 定义 有 

Z 十 y 一 & 和 z 一 y 一 由 

从 而 解 得 


1 一世 十 也 ey 
T= ; 
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显然 二 生生 了 >ERxXR 且 满足 


le 2 >)=<u> 
综 上 所 述 ,f 是 双 射 的 . 
(2) f 不 是 单 射 的 ,因为 
f(<2,2>)=|2:—2|=0, 
f(<11>)=|F -|=0, 
但 <252 二 光 过 Dy1 > 
了 也 不 是 满 射 的 ,因为 找 不 到 自然 数 zx 和 y 满足 
f(<zr'y>)=|zr—y |=2. 
所 以 ,2F ranf. 
由 以 上 分 析 可 知 f 不 是 双 射 的 . 
下 面 的 例子 给 出 几 个 常用 的 函数 . 
例 4.20 (1) 设 f/: A 一 B, 如 果 存 在 cEB 使 得 对 所 有 的 x EA 都 有 f(x) 二 c, 则 称 
f: A>B 是 常 函数 . 
(2) A 上 的 恒 等 关系 I 就 是 A 上 的 恒 等 函 数 , 对 于 所 有 的 zxEA 都 有 TIA(Cz) 一 7 
(3) 设 f: RR, 对 于 任意 的 mm ,zz ER, 如 果 z<zs 则 有 f(x) 三 f(xs), 就 称 f 为 单 
调 递增 的 . 如 果 zi 二 zx; 则 有 f(z) 三 f (xs), 就 称 f 为 严格 单调 递增 的 . 类 似 地 也 可 以 定义 
单调 递减 和 严格 单调 递减 的 函数 . 它们 统称 为 单调 函数 . 
(4) 设 A 为 集合 ,对 于 任意 的 ASA,A“ 的 特征 函数 yw : A 习 (0,1) 定 义 为 


1 (3 
Xa (a) = | ° 


0 a€EA—A’ 
例如 ,A=={a,b,c),A'=={a}, 则 有 
Xuw (a) =1, Xuw (oO) 一 0， xx(c)=0. 
(5) 设 R 是 A 上 的 等 价 关系 ,定义 一 个 从 A 到 A/R 的 函数 g: A-~~A/R 且 g(a) 一 [aq]， 
它 把 A 中 的 元 素 a 映 到 a 的 等 价 类 [a]. 人 们 称 g 是 从 A 到 商 集 A/R 的 自然 映射 . 
例如 ， 


dl 
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则 有 
8(1) = g(2) = {1,2}, g(3) = {3}. 


4.7 函数 的 复合 和 反 函 数 


函数 是 特殊 的 二 元 关系 ,两 个 函数 的 复合 本 质 上 就 是 两 个 关系 的 合成 ,以 前 给 出 的 有 关 
关系 合成 的 所 有 定理 都 适合 于 函数 的 复合 . 

定理 4.6 设 下 .G 为 函数 , 则 F*G 也 是 函数 , 且 满 足以 下 条 件 : 

(1) dom(F°G)= {rz|rEdomG AG(x) EdomF}; 

(2) 对 于 任意 的 TEdom(FeG) 有 FeG(x)==F(G(zx)). 

限于 篇 幅 , 不 再 给 出 定理 的 证 明 ,下 面 讨 论 它 的 应 用 . 

该 定理 首先 说 明 两 个 函数 下 和 G 复合 以 后 仍旧 是 一 个 函数 ,其 定义 域 可 能 比 G 的 定义 
域 要 小 ,而 函数 值 FeG(x) 等 于 FF(G(x)). 例如 ， 

G: R—> R,G(zr) = z+l1, 
F: Rt— R,F(x) 一 lnz， 
则 有 
domG = ranG= R, domF = Ri', ranF=R. 
FeG 是 函数 ,但 它 的 定义 域 不 是 整个 实数 集 , 只 能 是 实数 区 间 ( 一 1, 十 ==), 且 有 
FeG(x)=F(G(x))=1n(z+1). 

为 什么 复合 函数 FeG 的 定义 域 会 小 于 G 的 定义 域 呢 ? 这 是 由 于 ranG 四 domF. 如 果 
ranGCdomF ,那么 对 任意 的 xEdomG 都 有 G(Cz)EdomF. 即 xzEdomCF-G). 这 就 是 说 G 的 
定义 域 与 FsG 的 定义 域 是 相等 的 . 根据 这 个 分 析 不 难得 出 下 面 的 推论 . 

推论 设 f: B-~~C,g: 4A-~~B, 则 fg: A-~~C, 且 对 任意 的 zxzEA 有 f°g(x)=f(g(zx)). 

在 4.6 节 讨 论 了 函数 的 单 射 . 满 射 和 双 射 的 性 质 . 这 些 性 质 经 过 复合 运算 后 还 能 保持 
吗 ? 答案 是 肯定 的 . 请 看 定理 4. 7. 

定理 4.7 设 f: BC,g: AB. 

(1) 如 果 fg 是 满 射 的 , 则 f*g: A 一 C 也 是 满 射 的 . 

(2) 如 果 fg 是 单 射 的 , 则 f*g: A 一 C 也 是 单 射 的 . 

(3) 如 果 fg 是 双 射 的 , 则 f*g: A-~C 也 是 双 射 的 . 

证 明 (3) 是 (1) 和 (2) 的 直接 结果 ,只 需 证 明 (1) 和 (2). 

(1) 对 任意 的 xEC, 因 为 了 是 满 射 的 , 必 存 在 yEB 使 f(y) 二 > 对 于 这 个 y, 又 由 于 g 
是 满 射 的 , 必 存 在 zxEA 使 得 g (x) 二 y. 因此 ,有 xEA 使 得 

z=f(y)=f(g(z))=f°g(7x) 


成 立 . fg: AC 是 满 射 的 . 
(2) 对 任意 的 zi ,x2 EA,xzl 关 Ts， 由 g 的 单 射 性 可 知 g(x1) 了 g(x2), 且 g(x1) ,g(x2)E 
B 二 domf. 再 由 了 的 单 射 性 有 f(g(z1)) 关 f(g(xs)), 即 
fg(r)A f° gr). 
所 以 ,f*g: A 一 C 是 单 射 的 . 国 
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下 面 讨 论 函 数 的 逆 . 
任意 给 定 一 个 函数 , 它 的 逆 不 一 定 是 函数 .例如 ,函数 
三 {A 区 
其 逆 
人 
易 见 广 :是 关系 但 不 是 函数 ,因为 对 于 y; Edomf ! 有 两 个 值 zx 和 za 与 之 对 应 ,破坏 了 也 
数 的 单 值 性 . 在 什么 情况 下 函数 的 逆 也 是 一 个 函数 呢 ? 我 们 仅 对 函数 f: A 一 B 加 以 讨论 . 
定理 4.8 设 /:A>B 是 双 射 的 , 则 [是 函数 ,并 且 是 从 B 到 A 的 双 射 函数 . 
证 明 因为 上 是 函数 ,所 以 广 : 是 关系 , 且 由 定理 4. 1 有 


domf != ranf=B, ranf!= dom = A. 
对 任意 的 yEB ,假设 有 zk 和 xs EA 使 得 
yf x Nyf zr 


成 立 , 则 由 逆 的 定义 有 
rify Nzzfy 
成 立 , 由 了 的 单 射 性 可 得 x 二 x,. 这 说 明 对 任意 的 yEB 只 有 唯一 的 值 与 之 对 应 . 即 广 : 是 
函数 ,有 旦 是 从 B 到 A 的 函数 . 又 ran 广 !=A, 所 以 广 !: B 一 A 是 满 射 的 . 
对 任意 的 wm ,y EB,yi 关 y; ,假设 存在 xEA 使 得 
"(n= 
成 立 , 那 么 必 有 
f(z)=y Af(z)=y, NA 
与 f 是 函数 矛盾 . 所 以 f!(y1) 关 f-!'(y2s). 即 广 :: B 一 A 是 单 射 的 . 国 
对 于 双 射 函数 f/: A 一 B, 我 们 称 f-!: B 一 A 是 三 的 反 函 数 . 例如 ,函数 f/: R 一 R， 
f(z)=sinz,; 取 fA1A,A=[ 一 x/2, x/2j], 则 f: A 一 B 是 双 射 的 ,其 中 B=[ 一 1,1]. 可 以 定 
义 它 的 反 痛 数 arcsiny,yE[ 一 1,1]. 
可 以 证 明 对 任何 双 射 函数 f: A 一 B 和 它 的 反 函 数 /7!: B 习 A, 它们 的 复合 函数 都 是 恒 
等 函数 , 且 满 足 
ff=l ,f° = Ts. 
例 4.21 设 f,g,hER*, 且 有 


f(z)=zx+3, g(x)=2zr+1, h(x)= > 


an bh 
解 ” 所 求 的 复合 函数 都 是 R 到 R 的 函数 , 且 满 足 
f°g(z)=f(g(7z))=(2x+1)+3=2z+4; 
ge"F(z) 一 ECFGCz)) 一 2(z 十 3) 十 1 一 2z 十 7; 
六 Fo) 王 太 zz 一 (2 十 37 二 3 三 Z 十 65 
gog(z) 一 5CECz)) 一 2(02z 十 1) 十 1 一 4z 十 3; 


he fC) hE)) = 二 +t): 
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证 


了 十 1 党 


goh(zr)=g(h(r))=2. 


f°h(z)=f(h(r)) = +3; 


eRe = h(E = 


例 4.22 图 4-11 中 定义 了 函数 fg 和 . 


+3=z+ 了 了 


上 wb 一 
\f 
V 


(1) 求 .Ag 和 刀 的 像 . 
(2) 求 go 和 5"8g. 
(3) 指出 Ag 当中 哪些 函数 是 单 射 的 ,哪些 函数 是 满 射 的 . 
(4) fgh 中 哪些 函数 存在 反 函 数 ? 给 出 其 反 函 数 的 表达 式 . 
解 (1) 令 A={1,2,3,4}), 则 ff, g, hEA4. 
f(A)= {1,2,4}, g(A) = A, hh(A) = {1,3). 
(2) gof,， f°h，g°*gE€A4, 且 其 对 应 关系 满足 : 
g°f: 1P42P2,3F2,4P3， 
f°h: 1 2,2,3 m2 ,4 
g°g: 1.203,3 m2 ,4 1. 
(3) 只 有 g 是 单 射 的 、 满 射 的 . 
(4) g 有 反 函 数 g 1!: A 一 A, 且 满足 
Pm ee 
为 求解 一 个 实际 问题 ,首先 需要 对 这 个 问题 进行 建 模 ,集合 .关系 、 函 数 等 在 描述 实际 的 
离散 系统 中 是 非常 有 用 的 概念 . 请 看 下 面 一 些 例子 . 
例 4.23 多 机 调度 . 
有 nn 项 任务 需要 分 配 到 xm 台 相 同 的 机 器 上 加 工 , 对 于 每 项 任务 ; 有 一 个 加 工时 间 1(2)， 
i 二 1，2,，*…, nn. 已 知 在 某 些 任务 之 间 有 着 加 工 顺序 的 约束 ,比如 规定 任务 7 必须 在 任务 i 
加 工 完成 之 后 才能 进行 加 工 . 我 们 的 假定 是 : 所 有 机 器 都 可 以 从 0 时 刻 开始 工作 ;在 同一 时 
刻 , 每 台 机 器 只 能 加 工 一 项 任务 :在 任何 一 台 机 器 上 ,一 项 任务 一 旦 加 工 完 毕 , 只 要 有 待 加 工 
的 任务 ,就 可 以 立即 把 它 安 排 到 这 人 台 机 器 上 . 换 句 话说 ,在 同一 台 机 器 上 两 个 连续 安排 的 任 
务 之 间 没 有 等 待 时 间 . 整个 任务 的 截止 时 间 就 是 最 后 一 台 机 器 的 停机 时 间 . 问 如 何 安排 这 
些 任 务 的 加 工 次 序 ,使 得 截止 时 间 D 达到 最 小 ? 称 这 样 的 调度 方案 是 最 优 调度 . 
请 看 下 面 的 实例 . 有 2 台 机 器 cl \cz;6 项 任务 记 , 已， …, ts. 每 项 任务 的 加 工时 间 分 
别 为 
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ny = 效 击 关 三 茂 大 天 二 鸣 ， 疙 的 三 下 双方 三 艺 
任务 之 间 的 顺序 约束 是 : 任务 ts 只 有 在 ts 和 总 完成 之 后 才能 开始 加 工 ; 任 务 t。 只 有 在 to、 
ts 和 都 完成 后 才能 开始 加 工 ; 任 务 ti 只 有 在 ts 和 zs 完成 之 后 才能 开始 加 工 , 这 些 限制 恰 
好 构成 集合 { ,ts ,ts ,4 ,ts ,ts} 上 的 序 关系 .上述 实例 的 序 关系 可 以 用 有 向 图 表示 ,如 图 4-12 
所 示 . 图 中 位 置 较 低 的 结 点 是 需要 先 加 工 的 任务 结 点 ,如 果 占 在 态 之 前 加 工 , 则 从 志 到 总 
有 一 条 有 向 边 . 

图 4-13 给 出 了 两 种 不 同 的 调度 方案 ,其 中 第 一 种 方案 的 截止 时 间 D=6 ,第 二 种 方案 的 
截止 时 间 D=5. 显然 第 二 种 方案 是 比较 好 的 方案 . 可 以 证 明 第 二 种 方案 是 最 优 的 调度 , 因 
为 按照 任务 之 间 的 顺序 约束 : 4 完成 后 才能 加 工 ts ,ts 完成 后 才能 加 工 . 任何 调度 的 截止 
时 间 至 少 等 于 这 三 项 任务 的 加 工时 间 之 和 , 即 D 多 ts) 十 l(t2) 十 1(t1)= 二 2 十 2 十 1 二 5 而 第 
二 种 调度 的 截止 时 间 D=5, 达 到 了 这 个 最 小 值 . 
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下 面 尝 试 使 用 集合 .关系 、 函 数 的 概念 来 描述 这 个 问题 . 
设 有 下 述 集合 : 任务 集 了 = {4 ,ts，…,t,},nEZt+ ;机 器 集 M 一 (cc sen) ,mEZ+; 
时 间 集 =N; 加 工时 间 !: T>Z*+. 顺序 约束 R 是 TT 上 的 偏 序 关 系 ,定义 为 
尺 == {过 tsb 之 | tivt; ET,i 二 j 或 者 t; 完成 后 tj 才 可 以 开始 加 工 } 
不 难 验 证 这 个 关系 具有 自 反 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 . 一 个 可 行 调度 是 了 的 划分 {T ,Ts,…， 
T,) ,划分 块 T; 是 工 的 非 空 子 集 ,由 安排 在 机 器 c; 上 加 工 的 所 有 任务 组 成 . 对 于 任务 集 
Tj,j 二 1，2,，…,m, 存 在 调度 函数 o;: T; 一 N, 且 满足 下 述 条 件 : 
(1) Vi,0O&i<D, |{t |t ET;, ob)Ei<o; (t+)} 1S1,j=1, 2, ,mm 
(2) Vi ET,;, 1,€ET;, <tisti> EROG (ti) HL Eo; #2) i, j=1, 2,*%, mi¥j 
条 件 (1) 表 示 在 截止 时 间 DD 之 前 的 每 个 时 刻 i, 每 台 机 器 c; 上 至 多 只 有 1 个 任务 正在 加 工 ; 
条 件 (2) 表 示 如 果 任 务 & 与 i, 有 偏 序 约束 ,那么 t 完成 以 后 zi 才能 开始 加 工 . 机 器 7 的 停 
止 时 间 
Di = max{o; (ti) | t ET;} + Lu) 
所 有 任务 的 截止 时 间 
D= max{D; | j= 1,2,.,m) 
我 们 的 问题 就 是 确定 使 得 D 达到 最 小 的 可 行 调度 . 
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给 出 问题 的 清晰 描述 只 是 求解 问题 的 第 一 步 , 寻 找 高 效 的 算法 才 是 解决 问题 的 关键 . 
为 了 表示 算法 的 效率 ,通常 选择 某 些 基本 运算 . 输入 规模 越 大 ,算法 所 做 的 基本 运算 次 数 越 
多 ,一 般 把 算法 对 于 规模 为 n 的 输入 所 做 的 基本 运算 的 次 数 称 作 该 算法 的 时 间 复 杂 度 函数 . 
例如 用 插入 排序 算法 对 个 不 同 数 的 数组 进行 排序 ,数组 的 元 素数 是 输入 规模 ,插入 排序 的 
基本 运算 是 比较 运算 . 如 果 输 入 的 数组 恰好 是 从 小 到 大 排 好 序 的 ,那么 该 算法 只 需要 进行 
n 一 1 次 比较 就 结束 了 ;如 果 输 入 的 数组 恰好 是 从 大 到 小 按照 逆序 排列 ,那么 该 算法 需要 
进行 

1 十 2 十 3 十 … 十 (2 一 1) = n(n 一 1)/2 

次 比较 运算 . 这 个 例子 说 明 对 于 同样 规模 的 不 同 输入 ,算法 做 的 基本 运算 次 数 差 别 很 大 . 
对 于 规模 为 n 的 输入 ,算法 做 的 最 多 的 运算 次 数 称 为 算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 . 而 针 
对 所 有 规模 为 ”的 输入 ,算法 所 做 的 平均 运算 次 数 称 为 算法 的 平均 时 间 复 杂 度 . 一 般 认为 ， 
多 项 式 时 间 的 算法 (最 坏 情况 下 时 间 复 杂 度 函数 的 增长 以 某 个 多 项 式 函数 为 上 界 ,例如 n? 、 
nlogn 等 ) 是 有 效 的 算法 ,而 指数 时 间 ( 如 2”) 的 算法 不 是 有 效 的 算法 . 对 于 上 面 的 调度 问题 ， 
迄今 为 止 , 没 有 找到 有 效 算法 ,但 是 否 不 存在 有 效 算法 ,也 没有 得 到 证 明 . 这 是 个 悬而未决 
的 问题 ,但 是 当 把 问题 输入 限制 到 某 些 子 集 ,针对 这 些 特殊 输入 可 以 存在 有 效 算法 . 

例 4.24 资源 共享 协议 . 有 两 个 进程 p; 、p: ,它们 需要 共享 某 种 资源 ;, 例 如 访问 同一 
个 缓冲 区 ,使 用 同一 台 打 印 机 等 . 每 个 进程 有 3 种 状态 : 闲置 状态 i( 不 需要 访问 资源 ;) ,请 
求 状 态 ~( 提 出 访问 资源 的 请 求 并 正在 等 待 资源 分 配 ) 和 访问 状态 w( 占 用 资源 ;)， 系统 的 
状态 是 一 个 二 元 组 ,表示 为 二 zi,y; 记 ,其 中 xz 表示 进程 p 所 处 的 状态 ,ys 表示 进程 ps 所 
处 的 状态 . 系统 的 所 有 状态 构成 集合 S, 由 于 不 允许 户 和 ps 同时 使 用 该 资源 ,于 是 有 

S= {isrisw) X (issrz ow} O— {ww >} = {so051. 37} 
其 中 
才 三 之 页 和 站 六 人 > 帮 > 
5 一 一 io >, $5 =<iisr >, $= > $5 = ws 二， 

系统 从 初始 状态 $6 三 二 i ,is 二 开始 ,随时 间 在 S 中 状态 之 间 进 行 转换 . 

为 了 保证 协议 的 正确 性 ,需要 对 系统 的 状态 进行 某 些 限制 . 例如 : 

(1) 任何 时 刻 至 多 一 个 进程 访问 资源 ; 

(2) 任何 进程 对 资源 的 需求 总 会 被 满足 . 换 句 话说 ,不 会 有 进程 永远 处 于 “请 求 " 状 态 ; 

(3) 进程 会 不 断 地 提出 需求 , 即 没 有 进程 永远 处 于 “闲置 "状态 ; 

(4) 进程 的 需求 没有 严格 的 次 序 . 

系统 之 间 的 状态 转换 可 以 看 成 S 上 的 二 元 关系 尺 , 即 

< sR i 
仿 过 zi,yj 一 步 转 换 到 二 rt,y 过 
可 以 把 关系 RR 用 关系 图 来 表示 . 图 中 有 8 个 顶点 ,如 果 系 
统 能 够 从 状态 s; 变 到 ;; ,那么 就 在 图 中 夯 一 条 从 s; 到 s; 的 
有 向 边 . 例如 从 初始 状态 % 三 去 和 ,za 二 开始 ,如 果 进 程 户 
对 资源 提出 请 求 ,那么 系统 就 变 到 状态 9 一 去 疡 ,2 二. 这 个 
图 就 构成 了 系统 的 状态 空间 , 见 图 4-14. 
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为 了 验证 协议 的 性 质 , 可 以 在 每 个 状态 旁边 用 逻辑 公式 表示 这 个 状态 所 满足 的 性 质 . 
例如 ,所 有 的 状态 都 应 该 满足 (re Ares ) ,这 就 保证 了 任何 时 刻 至 多 一 个 进程 访问 资源 . 为 
了 表示 其 他 与 时 间 相 关 的 性 质 ,如 “任何 进程 对 资源 的 需求 总 会 满足 ”, 这 需要 刻画 如 果 7 
为 真 ,那么 在 将 来 的 某 个 时 刻 一 定 有 ww 为 真 . 可 以 简单 表示 为 一 Ow, 这 里 的 仿 就 是 时 
态 算 子 ,Owi 表示 将 来 总 有 一 个 时 刻 使 得 wo 为 真 . 还 有 其 他 时 态 算 子 ,限于 篇 幅 , 此 处 不 
再 费 述 . 这 就 构成 了 一 个 时 态 逻 辑 系统 ,使 用 时 态 逻 辑 推理 可 以 验证 协议 是 否 正确 . 

例 4.25 工作 流 系 统 的 网 模型 . 

工作 流 是 为 业务 流程 建 模 而 引入 的 技术 ,目前 已 经 广泛 应 用 于 办 公 自 动 化 、 工 业 流 程控 
制 等 众多 领域 .Aalst 用 工作 流 网 WF_net 对 工作 流 进行 建 模 , 它 的 基础 就 是 Petri 网 . 下 
面 给 出 WF_net 的 定义 . 

WF_net 是 三 元 组 (P,T,F) ,其 中 PP 是 库 所 (place) 集 合 ,TT 是 变迁 (transition) 集 合 , 下 
称 为 流 关系 . 它们 之 间 满 足以 下 条 件 : 

(1) PNT=%; 

(2) PUT 天 好 ; 

(a FEPXTUTXPS 

(4) domFUranF 二 PUT, 其 中 

domF= {zxz| dy(<zx,y>EF)}, ranF = {y| dz(<zx,y > EF))}; 

(5) 存在 起 始 库 所 iEP ,使 得 "i 二 名 ,这 里 "i 二 {j| 达 j ,i> EF}) , 称 为 i 的 前 集 ; 

(6) 存在 终止 库 所 oEP, 使 得 o' = 二 名 ,这 里 o' = 二 1{j| 过 0,j 记 EF), 称 为 o 的 后 集 ; 

(7) 每 个 结 点 zxEPUT, 都 处 在 从 i 到。 的 一 条 路 径 上 . 

前 面 4 个 条 件 是 一 般 Petri 网 所 满足 的 条 件 . 条 件 (1) 表 明 库 所 和 变迁 是 两 类 不 同 的 元 
素 .条 件 (2) 说 明 网 中 至 少 含 有 1 个 元 素 . 条 件 (3) 是 关于 流 关系 的 基本 性 质 , 流 关系 反映 的 
是 资源 的 流动 .资源 可 以 从 库 所 到 变迁 ,也 可 以 从 变迁 到 库 所 ,同一 类 元 素 之 间 没 有 流动 . 不 
属于 domFU ranF 的 库 所 或 变迁 是 孤立 结 点 ,不 参与 资源 流动 . 条 件 (4) 表 示 网 中 没有 孤立 结 
点 .最 后 3 个 条 件 是 工作 流 网 所 特有 的 . 对 于 任意 库 所 p,p 的 前 集 " p 指 的 是 有 边 通 向 p 的 全 
体 变 迁 的 集合 ,p 的 后 集 p' 指 的 是 从 p 出 发 的 边 所 指向 的 全 体 变 迁 的 集合 . 图 4-150 给 出 了 
一 个 投诉 处 理 的 工作 流 网 模型 . 这 个 网 里 有 9 个 库 所 ,分 别 记 作 i, pi，ps，…，pr，0; 还 有 
8 个 变迁 Ti ，T: ,，…，Ts. 这 些 变迁 的 具体 含义 如 下 : 

Ti T, 寄 出 调查 表 ; Ts: : 调查 表 处 理 ; T,: 过 期 处 理 ; 

Ts; : 投诉 评估 ;”T。 处 理 投诉 ; T; 检查 处 理 结果 ; Ts: 归档 保存 . 

其 中 ps 的 前 集 和 后 集 分 别 是 : 
“ps = { 过 期 处 理 ,调查 表 处 理 , 处 理 投诉 } 
ps ”二 (处理 投诉 ,归档 保存 } 
条 件 (5) 一 条 件 (7) 说 明 起 始 库 所 守 没有 进入 边 , 终 止 库 所 o 没有 出 发 边 ,并 且 网 中 没有 宛 余 
的 结 点 . 与 实际 业务 流程 对 应 ,变迁 代表 流程 中 的 活动 . 活动 之 间 通 过 库 所 连接 , 库 所 起 到 
流程 控制 的 作用 . 活动 之 间 的 逻辑 关系 可 以 是 顺序 、 分 支 等 多 种 结构 . 起 始 库 所 i 中 的 托 肯 


@ 此 图 选 自 范 玉 顺 编著 的 4 工作 流 管理 技术 基础 》, 清 华 大 学 出 版 社 ,2001. 
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(token, 也 称 作 “ 令 牌 ”, 用 小 黑 点 表示 ) 代 表 一 个 投诉 案例 . 
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图 4-15 


在 WF_net 中 变迁 分 成 4 类 :“ 与 分 支 (and-split)”“ 或 分 支 (or-split)”“ 与 连接 (and- 
join)” 和 ”或 连接 (orjoin)”, 分 别 用 图 4-16 中 的 4 种 符号 表示 . 


KK RH {EH 
与 分 支 或 分 支 与 连接 或 连接 
图 4-16 


“与 分 支 ” 变 迁 发 生 后 ,其 后 集中 的 所 有 库 所 都 有 托 肯 ;“ 或 分 支 ” 变 迁 发 生 后 ,根据 发 生 
的 结果 ,其 后 集中 只 有 一 个 库 所 有 托 肯 ;“ 与 连接 ”变迁 发 生 的 前 提 条 件 是 : 其 前 集 的 所 有 库 
所 都 有 托 肯 ;“ 或 连接 ”变迁 发 生 的 前 提 条 件 是 : 其 前 集中 的 某 一 个 库 所 有 托 肯 . 

依照 流程 ,首先 发 生变 迁 Ti (登记 ). 这 是 一 个 “与 分 支 ” 变 迁 ,其 后 集中 的 库 所 p, 和 jp， 
都 有 托 肯 . 它们 分 别 触发 变迁 T,( 寄 出 调查 表 ) 和 T; (投诉 评估 ). 先 看 T。 的 分 支 . 这 个 活 
动 结束 后 , 库 所 ps 就 会 产生 1 个 托 肯 . 托 肯 代表 资源 的 数量 ,1 个 托 肯 只 能 触发 1 个 变迁 . 
这 意味 着 变迁 T; (调查 表 人 处理 ) 和 T, (过 期 处 理 ) 只 能 发 生 其 一 ,这 也 符合 常理 . 活动 结束 后 
在 ps 产生 1 个 托 肯 . 再 看 下 面 的 Ts (投诉 评估 ) 分 支 . 变迁 Ts 是 “或 分 支 ”, 该 活动 结束 时 
只 能 产生 1 个 托 肯 ,根据 评估 结果 来 决定 把 这 个 托 肯 送 入 ps 还 是 ps。. 下 面 分 两 种 情况 考 
虑 . 第 一 种 情况 : 若 p, 有 托 肯 而 ps 没有 托 肯 ,由 于 变迁 Te (处 理 投诉 ) 是 “与 连接 ”, 那 么 pi 
与 ps 的 托 肯 将 使 Ti 发 生 的 前 提成 真 ,从 而 处 理 投诉 ,此 外 ,变迁 Ti 也 是 “与 分 支 ”",T。 发 
生 后 ,在 ps 与 pr 都 产生 托 肯 ,这 时 触发 变迁 Ti (检查 处 理 结果 ) 发 生 . 注意 变迁 T; 是 “或 
分 支 "” 如 果 处 理 结 果 合 理 ,在 ps 产生 托 肯 ,这 个 托 肯 与 ps 中 的 托 肯 将 触发 变迁 Ts (归档 
保存 )， Ts 发 生 后 ,终止 库 所 o。 有 1 个 托 肯 ,流程 结束 . 如 果 处 理 结 果 不 合理 ,那么 在 ps 产 
生 托 肯 ,与 ps 的 托 肯 一 起 触发 变迁 Ts .重新 进行 投诉 处 理 , 这 就 形成 了 循环 ,直到 处 理 结 果 
合理 为 止 . 第 二 种 情况 ,如 果 ps 有 托 肯 而 ps 没有 托 肯 , 这 时 Ts 不 会 发 生 , 流 程 不 进行 投诉 
处 理 ,而 ps 与 ps 的 托 肯 将 触发 变迁 Ts ,进入 归档 保存 . 与 前 面 一 样 ,这 将 导致 流程 结束 . 

建立 了 基于 Petri 网 的 工作 流 模型 ,就 可 以 对 流程 进行 化 简 , 并 利用 Petri 网 的 描述 能 
力 和 分 析 方 法 对 流程 的 某 些 性 质 进 行 分 析 , 还 可 以 进行 计算 机 模拟 . 

例 4.26 网 络 带宽 分 配 问题 . 随 着 互联 网 上 语音 视频 业务 的 飞速 增长 ,带宽 成 了 影响 
服务 质量 的 主要 因素 . 一 般 来 说 ,用 户 使 用 的 带宽 分 成 两 部 分 : 静态 带宽 和 动态 带宽 ,静态 
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带宽 是 运营 商 承诺 的 最 小 带宽 ,已 经 预 留 给 每 个 用 户 ;动态 带宽 被 所 有 的 用 户 共享 ,根据 需 
求 进行 分 配 . 语音 视频 业务 服务 过 程 一 般 分 成 三 步 : 建立 连接 .进行 语音 视频 传输 .结束 服 
务 . 对 于 已 经 建立 连接 且 正 在 进行 传输 的 服务 ,运营 商 应 该 保证 其 所 需要 的 带宽 . 而 在 连 
接 阶段 ,如 果 所 有 客户 申请 的 带宽 总 量 超过 运营 商 能 提供 的 带宽 时 , 则 进行 带宽 分 配 , 即 挑 
选 一 部 分 用 户 来 建立 连接 ,而 其 他 用 户 需 要 等 待 . 为 了 保证 公平 性 ,对 用 户 计算 优先 级 , 优 
先 级 高 的 先 分 配 . 用 户 的 优先 级 = 他 可 使 用 的 最 大 带宽 与 已 占有 带宽 之 比 ,需求 量 越 大 ,被 
满足 的 带宽 越 小 , 则 优先 级 越 高 . 假设 已 知 每 一 项 业务 所 申请 的 带宽 大 小 ,在 保证 分 配 的 带 
宽 之 和 不 超过 网 络 总 带宽 的 条 件 下 ,如 何 选择 一 部 分 业务 ,以 使 得 这 些 业务 的 优先 级 收益 
( 即 所 有 业务 的 优先 级 之 和 ) 达 到 最 大 ? 

可 以 用 集合 与 函数 对 这 个 问题 进行 建 模 . 设 用 户 集合 是 {1,2,…,n}) ,用户 i 提出 了 
个 带宽 申请 ,其 第 j 个 申请 的 带宽 是 7 (i, 站 ,这 里 i 二 1,2,…,n,j 二 1,2,… ,ti. 假设 此 刻 运 
营 商 能 提供 的 动态 带宽 总 量 是 B, 用 户 i 已 使 用 的 带宽 为 Cj ,可 使 用 的 最 大 带宽 是 Mi , 那 
么 Cy 三 M;. 用 户 i 的 优先 级 函数 记 作 (i,j) ,其 中 

P(i,j) = Ms /Cs 

用 函数 XX(i, 站 表示 对 用 户 i 的 第 j 个 申请 的 分 配 结果 : X(i,j) 二 1 表示 分 配 ,X(i,j) 二 0 

表示 不 分 配 ,那么 问题 的 优化 目标 是 使 得 下 述 函 数 , 即 优先 级 收益 
VG. 


达到 最 大 ,同时 满足 不 超过 总 带宽 的 约束 条 件 , 即 


i 
这 是 一 个 典型 的 组 合 优化 问题 ,n 个 用 户 总 计 有 ti 十 如 十 … 十 妃 王 7 个 带宽 请 求 ,分别 
标号 为 1,2,…,m. 在 考虑 前 上 项 带宽 请 求 (k= 二 1,2,…,m) ,总 带宽 限制 为 1(1==1,2,…,B) 
的 情况 下 , 设 最 佳 分 配 的 优先 级 收益 为 v(k,1). 如 果 此 时 把 带宽 分 配给 第 项 业务 (可 能 是 
第 i 个 用 户 的 第 j 项 申请 ) ,该 业务 所 需 带宽 是 ”CA) (在 r(k) 二 r(i,j) 研 /的 情况 下 ) ,优先 级 
收益 是 PCA) 王 P(Gi,j). 那么 , 剩 下 的 带宽 是 /一 r(k). 这 些 带宽 将 在 1,，2,… ,有 一 1 项 业 
务 中 分 配 , 所 得 到 的 优先 级 收益 将 是 v(k 一 1,1 一 r(k)) ,因此 总 的 优先 级 收益 是 v(k 一 1,/ 一 
r(k)) 十 PC(k). 相反 ,如 果 不 把 带宽 分 配给 第 上 项 业务 ,那么 全 部 带宽 1 将 在 1,2,…,k 一 1 
项 业务 中 分 配 , 总 收益 为 v(k 一 1,1). 为 了 使 得 优先 级 的 总 收益 最 大 ,只 要 在 上 述 两 个 收益 
中 选择 较 大 的 即 可 . 上 述 分 析 可 以 总 结 成 下 面 的 递 推 公式 , 即 YE(0 委 & 委 如) ，VL(0 近 /所 
B), 有 
0， & 一 0 或 者 /一 0 
VC(R, 1) = 1u(R 一 1 7)， 0 
max{v(k—1,1),v(k—1,l—r(k))+ Pk)}, r(k)<l,k>>0 
根据 这 个 公式 ,第 一 步 先 计 算 k=1, /==1, 2, … , B 的 v(1,7) 值 ,并 把 它们 存 到 一 个 表 
中 . 第 二 步 计算 k==2, 1 二 1,2,…,B 的 vw(2,2) 值 ,再 把 得 到 的 值 存 到 这 个 表 中 . 每 步 计算 若 
用 到 较 小 的 v(k,7) 值 ,就 到 表 中 去 取 . 照 此 做 下 去 ,直到 计算 出 k= 二 m, /二 1,2,…,B 的 
v(m,l) 值 为 止 ,其 中 的 v(m,B) 就 是 最 佳 分 配 的 优化 函数 值 , 即 最 大 的 优先 级 收益 .上述 计 
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算 完 成 后 ,再 根据 v(m,B) 的 值 逐步 向 前 追溯 ,就 可 以 找 出 最 佳 的 分 配方 案 是 什么 ， 先 看 
v(m,B) 是 等 于 v(m 一 1,B), 还 是 等 于 v(m 一 1,B 一 r(m)) 十 P(m)? 如 果 等 于 前 者 ,那么 没 
有 选择 第 m 项 业务 ;如 果 等 于 后 者 , 则 意味 着 选择 了 第 m 项 业务 . 然后 根据 剩 下 的 部 分 是 
v(m 一 1,B) 还 是 v(m 一 1,B 一 r(m)) 来 追溯 第 m 一 1 项 业务 是 否 被 选 到 . 照 此 下 去 ,直到 
项 业务 都 考察 到 ,就 得 到 问题 的 解 . 如 果 在 计算 每 一 项 v(&,2) 的 时 刻 就 把 是 否 选择 第 & 项 
业务 记录 下 来 ,那么 追溯 过 程 就 可 以 省 掉 了 . 只 要 查 一 下 全 部 记录 ,就 得 到 了 问题 的 解 . 


4.8 题 例 分析 


例 4. 27 一 例 4. 34 为 选择 题 . 
例 4.27 R 是 X 上 的 二 元 关系 ,对 于 xEX 定义 集合 
R(z) = {y | xzRy}, 
显然 R(z)SX. 如 果 X={( 一 4, 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3,4) , 且 令 
Ri={<zr,y>|zr,y EX Ar<y}, 
R= {<zr,y>|zr,y EX My—1<zr<y+2), 
Rs= {<zry>|zr,y EX Mx: <y}, 
则 下 列 集合 满足 : 
Cy RCON= 


(3) Rs(3)= 


A 
(2) R,(0)=|B|; 

C 

D 


(4) Ri(1)= 


(5) Rs(—1)=|El. 

供 选 择 的 答案 

A BCDE: DZ O{=4 = Ot=%=1 @{=10 1 @{— 1,0}3 
@{1,2,3}; {2,3,4}; @{0,1,2,3)}; @(1,2,3,4}; @ 以 上 结果 都 不 对 . 

答案 A: @; B: @; C:0;D:O;E: ©. 

分 析 根据 Ri 、R。 和 Rs 的 定义 可 得 

(1) R1(0) 中 是 XX 里 边 比 0 大 的 数 , 即 

R1(0) = {1,2,3,4}. 


(2) R;(0) 中 的 元 素 y 满足 
一 Oy EX 


二 去 而 
所 以 ,y 只 能 是 一 1 或 0. 
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(3) R;(3) 中 的 数 必须 大 于 等 于 9,X 中 没有 这 样 的 数 , 所 以 ,R:(3) 一 所 . 
(4) Ri (1) 一 {y|1<yAyEX} 一 {2,3,4)}. 
(5) Rs(—1)={y|yEX My—1<—1<y+2}. 


由 上 式 解 得 
—3<y<0oAyE€EX 
即 
y 一 一 1 或 一 2. 
例 4.28 设 R 和 S 定义 在 已 上 ,已 是 所 有 人 的 集合 . 
有 R={<z,y 二 | zx,y EP 人 人 z 是 y 的 父亲 }， 
S= {二 xz,y 记 |xz,y EP 人 zx 是 y 的 母亲 }). 
(1) ReR 表示 的 是 关系 |A|. 
(2) S-:。R 表示 的 是 关系 |B|. 
(3) S"R 表示 的 是 关系 |C|. 
(4) 关系 
{< zy>|z,yEPAy 是 z 的 外 祖母 } 
的 表达 式 是 |D|. 
(5) 关系 
{< zy>|z,yEPAz 是 > 的 祖母 } 
的 表达 式 是 | 也 |. 
供 选择 的 答案 


A.B.C: OO(<zr,y>|lz,yEPAz 是 y 的 丈夫 }; @(<z,y>|lz,yEPAz 是 y 的 孙子 
或 孙女 }; @ 名 ; @(<z,y>|z,yEPAz 是 y 的 祖父 });，@(<z,y>lz,yEPAz 是 y 的 
祖母 }. 

D\E: @OS-.S; DR°S; @S 1.S 1; @S°R. 

答案 A.: @; B: O; C: ;DD.: ©; E: ©. 

分 析 (1) ReR 中 的 二 x,y 二 满足 : z 是 y 的 父亲 的 父亲 , 即 x 是 y 的 祖父 . 

(2) S-!。R 中 的 二 x,y 二 满足 : 存在 zEP, 使 + 是 > 的 父亲 且 y 是 = 的 母亲 , 即 xz 是 y 
的 丈夫 . 

(3) SeR7 1! 中 的 二 zx,y 二 满足 : 存在 xEP, 使 > 是 xz 的 父亲 , 且 < 是 y 的 母亲 . 这 是 不 可 
能 的 ,所 以 SR 一 一 他 . 

(4) 由 > 是 z 的 外 祖母 知 y 是 x 的 母亲 的 母亲 , 即 二 >y,z 二 ES*S, 所 以 ,二 zy 二 E 
SB 

(5) 由 z 是 y 的 祖母 知 x 是 y 的 父亲 的 母亲 , 即 二 x,y ER。S. 

例 4.29 用 一 台 微 机 完成 6 项 任务 .每 项 任务 可 以 用 FORTRAN 或 PASCAL 语言 编 
制程 序 , 且 有 4 个 子 程序 S,、S,、Ss 和 Ss 供 它们 选择 调用 . 表 4-3 列 出 了 它们 所 使 用 的 语 
言 .调用 的 子 程序 .运行 时 间 和 上 机 安排 的 情况 . 在 集合 {Ti ,…, Te} 中 定义 二 元 关系 Ri、 
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R，R 和 Rs 如 下 : 
二 T;,T) 之 ER1 售 T; 和 Ti) 使 用 同一 种 语言 ， 
二 T;,T; 二 ER: 兮 Ti 和 TT; 调用 过 同一 个 子 程 序 ， 
二 T; ,Tj 之 ER; 仿 T; 的 运行 时 间 不 多 于 T 的 运行 时 间 ， 
二 T;,T; 二 ER 全 Ti 安排 在 T; 前 上 机 . 


表 4-3 
任务 名 称 使 用 的 语言 调用 子 程序 运行 时 间 / 分 钟 上 机 安排 
Ti PASCAL 5 9:00 
T; PASCAL 10:00 
Ts PASCAL 、Sa 9:35 
T, PASCAL 9:20 
Ts FORTRAN 10:45 
Ts FORTRAN 10:20 


那么 Ri Rs。 Rs 和 R, 中 有 |Al 个 是 自 反 的 ,IB| 个 是 反 自 反 的 ,ICI 个 是 对 称 的 ,|D| 个 是 反 
对 称 的 ,|El 个 是 传递 的 . 

供 选 择 的 答案 

ABC.D、E: Oo0; @1; @2; @3; ©@4. 

答案 A: @; B: @; C: @; D: ©@; EE: @. 

分 析 由 Ri、R、R 和 R, 的 定义 可 知 : 

Ri 是 自 反 的 、 对 称 的 ,传递 的 . 

R, 是 自 反 的 、 对 称 的 ,但 不 是 传递 的 . 

Rs 是 自 反 的 ,传递 的 . 

R, 是 反 自 反 的 、 反 对 称 的 ,传递 的 . 
所 以 ,有 3 个 自 反 关系 、1 个 反 自 反 关系 、2 个 对 称 关系 、1 个 反对 称 关系 、3 个 传递 关系 . 

例 4.30 设 S=({1,2,3) ,定义 SXS 上 的 等 价 关 系 尺 ,V<a,p>，,<c,d>ESXS 有 

<ab>~<ed > Satd=bt+ie, 

则 由 尺 产 生 了 SXS 的 一 个 划分 . 在 该 划分 中 共有 |A 个 划分 块 ,其 中 最 大 的 块 有 四 个 元 素 ， 
并 且 含 有 元 素 |C|. 最 小 的 划分 块 有 |D| 块 ,每 块 含有 || 个 元 素 . 

供 选择 的 答案 

A.B.DE: O1; O2; @3; @4; ©5; O6; DY. 

已 国 15 国 二 12 三 四 壹 22 过: 

答案 A: OO; B:@; C:@;D:O;E: ©. 

分 析 电光 (有 

a 


根据 题 意 有 
<a,b>~<ed >Sat+d=b+e 
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Sa—b=c—d. 
这 就 是 说 ,只 有 那些 第 一 元 素 与 第 二 元 素 之 差 相 等 的 有 序 对 互相 等 价 . 将 SXS 中 的 元 素 按 
差分 类 . 
差 为 0; 志 1)1 户 ~ 之 252 沪 一 之 53> 
差 为 一 1: 二 1,2 二 ~<2,3>. 
差 为 1; <2,1> 一 一 3,2 二 . 
差 为 一 2: 二 1,3 二 . 
差 为 2; 二 3 ,1>. 
共有 5 个 划分 块 ,其 中 最 大 的 块 是 { 二 1,1>>, 二 2,2 二 , <<3,3 二 } , 含 3 个 元 素 ;最 小 的 块 有 
2 块 , 即 {<<1,3 之 } 和 {<3,1 过 ) ,每 块 只 含 1 个 元 素 . 
例 4.31 设 S={0,1},F 是 S 中 的 字符 构成 的 长 度 不 超过 4 的 串 的 集合 . 即 
F= ND L000 Ll}s 
其 中 4 表示 空 串 . 在 下 上 定义 偏 序 关系 R: Vx,yEF， 
<xz,y 二 ER 人 zz 是 > 的 前 级 . 
例如 ,00 是 001 的 前 级 ,但 01 不 是 001 的 前 级 . 
(1) 偏 序 集 二 下 ,R 二 的 哈 斯 图 是 |Al. 
(2) 二 下 ,R 放 的 极 小 元 是 |B|. 
(3) 二 F,R 二 的 最 大 元 是 |C|. 
(4) GSEF,G=={101,1001), 则 G 的 最 小 上 界 是 |D| ,最 大 下 界 是 
供 选 择 的 答案 
A: @ 链 ; @ 树 ; @ 既 不 是 链 , 也 不 是 树 . 
B.C.D\E: @O); @0; @O0.1 和 入 ; 不 存在 ; @10; @1; @1111. 
答案 A: @; B: @; C: ©; DD: ©; E: ©. 
分 析 画 出 二 下 ,R 过 的 哈 斯 图 ,如 图 4-17 所 示 . 


0001 0011 0101 011 1001 1011 1101 1111 
0000 0010 0100 0110 1000 1010 1100 1110 


[| 


图 4-17 


不 难看 出 这 是 一 棵 树 , 极 小 元 为 ,没有 最 大 元 . 101 和 1001 的 最 长 的 公共 前 级 是 10， 
所 以 ,10 为 G 的 最 大 下 界 . 但 在 下 中 没有 一 个 串 使 得 101 和 1001 都 是 它 的 前 缀 ,所 以 ,G 
没有 上 界 , 也 没有 最 小 上 界 . 
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例 4.32 设 S={1,2}, 则 S 上 可 以 定义 |Al| 个 不 同 的 二 元 关系 ,其 中 有 |B 个 等 价 关系 ， 
个 偏 序 关 系 ,I, 是 |D|, 如是 |El. 

供 选 择 的 答案 

A.B.C: Ol1; @2; @3; @4; ©8; @16. 

D、E: @ 等 价 关 系 但 不 是 偏 序 关系 ; @ 偏 序 关系 但 不 是 等 价 关系 ; @ 等 价 关 系 和 偏 序 
关系 ; 四 既 不 是 等 价 关系 也 不 是 偏 序 关系 . 

答案 A: @; B: O; C:@;D:@;E:@. 

分 析 设 |S|=n, 则 S 上 可 定义 2” 个 二 元 关系 . 所 以 ,{1,2} 上 可 定义 2 一 16 个 二 元 
关系 . S 上 的 等 价 关 系数 等 于 S 的 划分 个 数 ,而 2 元 集 只 有 两 种 划分 方案 ( 划 成 一 块 或 两 
块 ) ,所 以 ,有 2 种 等 价 关 系 . 2 元 集 的 哈 斯 图 只 有 2 个 结 点 , 边 至 多 有 1 条 . 不 同 的 哈 斯 图 
只 有 3 种 (没有 边 的 1 种 ,有 1 条 边 的 2 种 ), 所 以 ,{1,2} 上 有 3 种 不 同 的 偏 序 关 系 . 

1, 是 S 上 的 恒 等 关 系 , 它 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对称 的 和 传递 的 ,既是 等 价 关系 ,也 是 偏 
序 关系 . 空 关系 如 在 S 上 不 自 反 , 既 不 是 等 价 的 ,也 不 是 偏 序 . 

例 4.33 下 面 给 定 5 个 函数 ,其 中 单 射 而 非 满 射 的 有 |A| , 满 射 而 非 单 射 的 有 |B| , 双 射 
的 有 |C| , 既 不 单 射 ,又 不 满 射 的 有 |D| JE|. 

设 R 为 实数 集 ,Z 为 整数 集 ,R+ .Z+ 分 别 表示 正 实数 与 正 整数 集 . 

供 选 择 的 答案 

© f: R>R,f(xr)=—zx+2zx—1; © f: 7+ 一 R,FCz) 一 Inri @ f: R>Z, f(r)=Lzr J, 


Lx 睫 示 不 大 于 zz 的 最 大 整数 ; @ f: RR,f(z)=2z 二 1; @ /; Rr >R*+,/(7) -Et 


答案 A: @; B: @; C: @; D.E: 0.\@. 
分 析 ”函数 四 是 开口 向 下 的 抛物 线 ,不 是 单调 函数 ,有 极 大 值 , 所 以 ,不 是 单 射 ,也 不 是 
满 射 . 
函数 @ 是 单调 上 升 的 ,其 函数 值 依次 为 In1, ln2, ln3， …. 是 单 射 的 ,但 ranfCR, 不 
满 射 . 
函数 @ 是 满 射 的 ,但 F(1.5)= Fl1) 王 1, 不 单 射 . 
函数 @ 是 线性 函数 ,单调 上 升 ,是 双 射 . 
函数 加 , 当 z 一 0 时 ,f(zx) 阅 十 2, 而 当 x 阅 十 OC 时 ,f(x) 习 十 2, 在 x==1 也 数 取得 极 小 
值 f(1)==2, 所 以 , 它 既 不 单 射 ,也 不 满 射 . 
例 4.34 设 用 ,f:ER",R 为 实数 集 且 
Ls Ei 
fi(z) = 二 这 甩 Z 为 整数 集 ， 
fi(7)= x. 
定义 R 上 的 等 价 关 系 Ti 和 T ,使 得 
T= {<z,y>|zr,y ERAfi(z) = f(y)}, i= 1,2. 
则 (1) Ti 和 T 对 应 的 划分 分 别 是 |Al 和 |Bl. 
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e| 


(2) 设 gi .gs 为 自然 映射 ,gi;: RR/Ti,gi(z) 二 [zj,i 二 1,2. 则 gi 是 |C|, gz 是 ID , 且 
g1(0)=|El. 
供 选择 的 答案 

A、B: @IR+ ,R 一 R+) @O{R}; O{Z,R—2Z}; @({z)1zER). 

C.D: @ 单 射 不 满 射 ; @ 满 射 不 单 射 ; O 双 射 ; @ 不 单 射 也 不 满 射 . 

E: @1; OZ. 

答案 A:@; B: @; C: ©@; D.: ©O; E: @. 

分 析 (1) 由 有 i 和 TT 的 定义 可 知 , Yxi,zxz EZ 有 所 (xi) 二 有 (xz), 则 zi 一 xz。. 同 理 
Vxivrz ER 一 Z, 有 一 x2, 即 工 将 R 中 的 元 素 分 成 两 个 等 价 类 Z 和 R 一 Z, 所 对 应 的 划分 
即 是 {Z,R 一 2Z). 由 户 和 T 的 定义 可 知 ,fs 是 R 上 的 人 恒 等 函数 ,YrER 有 xz~x. 所 以 ,TT 
中 的 等 价 类 都 具有 形式 {x) ,x ER, 而 对 应 的 划分 为 { {zx} |xER). 

(2) 由 定义 可 知 有 


Z， ED 
及 一 2 x ER LZ, 
g2: R—> R/T:,g:(7) = [xz] = {x}, zx €R. 

易 见 g 和 g; 都 是 满 射 的 ,对 于 gi, 因 8gi(1) 王 5 (2) 一 Z ,所 以 gi 不 是 单 射 的 . 而 当 zi 天 zs 
时 ,有 {zi) 关 {xs) ,所 以 gs 是 单 射 的 . 

由 于 0E€Z,g1(0)=Z. 

例 4.35 设 N 是 自然 数 集 ,确定 下 列 函 数 中 哪 一 个 是 满 射 ? 哪 一 个 是 单 射 ? 哪 一 个 是 
双 射 ? 并 说 明理 由 . 

(1) f: N>N,f(n)=n++2. 

(2) f: N>N,f(n)=n mod 3. 


1， 7 为 奇数 ， 
(3) f: N=N/00=| 


Bry R= R/T ,g(x) Lx] | 


0， 7 为 偶数 . 
1， 7 为 奇数 ， 
0， 7 为 偶数 . 

答案 (1) 因为 对 于 不 等 的 自然 数 rz, y 有 zx? 十 1 隆 y 十 1, 因 而 f 是 单 射 的 . 0 多 ran f， 
因此 不 是 满 射 的 . 

(2) f(1) 二 f(4), 因 此 /不 是 单 射 的 . 4& ran 了 ,因此 f 不 是 满 射 的 . 

(3) f(1) 二 1(3), 因 此 f 不 是 单 射 的 . 2& ran f, 因 此 f 不 是 满 射 的 . 

(4) f(1)= 二 (3) ,因此 f 不 是 单 射 的 . ran f= 二 {10,1},f 是 满 射 的 . 

分 析 本题 涉及 了 函数 性 质 一 一 单 射 和 满 射 的 判断 问题 .判断 函数 /: A 一 B 是 否 具 
有 单 射 和 满 射 的 性 质 , 主 要 依据 下 述 方法 : 

ran f 王 B 今 f 是 满 射 的 . 

对 于 任意 zx、y, 都 有 f(z) 二 f(y) 之 x 二 y 成 立 ; 换 句 话说 ,如 果 x 隆 y, 就 有 f(z) 关 f(y) 
成 立 ,f 就 是 单 射 的 . 


(4) f: N=t0D 00=| 


* 1 汉 


例 4.36 对 于 给 定 集合 A 和 B 构造 从 A 到 B 的 双 射 函数 . 
(1) A=Z,B==N, 其 中 Z\N 分 别 表示 整数 集 和 自然 数 集 . 
(2) A=[x,2x],B==[ 一 1,1j] 是 实数 区 间 . 
2z， 工 之 0， 
Br—ls 让 
(2) f: [rx,2r] 一 [一 1,1],F(z) 一 cosz 或 者 sin(z 十 x/2). 
分 析 关于 双 射 函数 的 构造 ,根据 给 定 集合 的 不 同 , 构 造 双 射 函数 的 方法 也 不 同 . 即使 
是 同样 的 集合 ,也 可 以 构造 出 不 同 的 双 射 函数 . 如 果 给 定 的 集合 有 自然 数 集合 N, 那 么 通常 
采用 对 另 一 个 集合 “ 数 元 素 ” 的 方法 来 构造 双 射 函数 ,也 就 是 说 ,按照 某 种 规则 依次 指定 该 集 
合 中 的 第 0 个 元 素 , 第 1 个 元 素 , 第 2 个 元 素 ,…… . 如 果 给 定 的 集合 是 实数 区 间 ,通常 采用 
适当 的 初等 函数 ,如 一 次 函数 ,三角 函 数 、 对 数 函 数 、 指 数 函 数 等 . 不 管 采用 哪 种 函数 ,必须 
保证 所 构造 的 函数 在 给 定 的 实数 区 间 是 严格 单调 的 (上 升 或 下 降 ). 
下 面 讨 论 本 题 的 两 个 双 射 函数 的 构造 方法 . 
(1) 首先 将 所 有 的 整数 按照 * 数 元 素 ” 的 次 序 排列 ,比如 0, 一 1,1, 一 2,2, 一 3,3,… 规则 
是 绝对 值 较 小 的 整数 排 在 绝对 值 较 大 的 整数 之 前 ,绝对 值 相等 的 整数 中 负数 排 在 正 数 之 前 . 
根据 这 个 排列 ,整数 集合 到 自然 数 集合 的 对 应 就 是 
:A I 
N 0 1 2 3 4 5 6 
针对 这 个 对 应 不 难 写 出 相应 的 函数 表达 式 为 


答案 (1) f: N= 


2 >0， 
Pn A 
二 


当然 这 个 构造 不 是 唯一 的 ,也 可 以 采用 其 他 的 排列 方法 . 不 管 采用 哪 种 方法 ,都 要 保证 函数 
的 单 射 性 . 
(2) 从 实数 区 间 [x,2xj 到 [一 1,1j 的 双 射 函数 ,可 以 采用 一 次 函数 , 即 经 过 平面 直角 坐 
标 系 上 的 点 (7, 一 1) 到 点 (2x,1) 的 直线 方程 
f: [rs2r] > [—1,1], f(x) — Zr—3. 


也 可 以 采用 三 角 函 数 
f: [x,2rj— [一 1,1]， f(x) = cosz 或 者 sin(z 十 x/2). 


习 题 


题 4. 1 一 题 4. 10 为 选择 题 . 题目 要 求 是 从 供 选 择 的 答案 中 选 出 应 填 入 叙述 中 的 口内 的 
正确 答案 . 
4.1 (1) 设 S=={1,2},R 是 S 上 的 二 元 关系 , 且 xzRy. 如 果 R==1,, 则 [A|; 如 果 R 是 数 
的 小 于 等 于 关系 , 则 |B, 如 果 R=E,, 则 |C|. 
(2) 设 有 序 对 二 x 十 2,4 之 与 有 序 对 二 5,2x 十 y 之 相等 , 则 x=|D|,y=|E|. 
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A.B.C: @z、y 可 任意 选择 1 或 2; @z=l,y=1; @z=1l,y= 王 1 或 2;z 一 y 一 2; 
@r=2,y=2; @zx=y=1 或 +=y=2; @r=1,y=2; Dr=2,y=1. 
DE: ®3; O92; @ 一 2. 
4.2 设 S={1,2,3,4),R 为 S$ 上 的 关系 ,其 关系 矩阵 是 
LG.0. 1 


[= 


0 0 0 
0 0 1 
0 0 0 


Hu 


则 (1) R 的 关系 表达 式 是 |A|. 


(2) domR=|[B|,ranR=|[C|. 

(3) ReR 中 有 |DI 个 有 序 对 . 

(4) RR -的 关系 图 中 有 |E| 个 环 . 

供 选择 的 答案 

过 和 人 (1 
< 

BC: @{1,2,3,4}; @{1,2,4}; @{1,4}; ©{1,3,4}. 

DE: ©1; @3; @6; 7. 

4.3 设 尺 是 由 方程 zx 十 3y 王 12 定义 的 正 整数 集 Z+ 上 的 关系 , 即 

(< zy 二 | zyEZAz 十 3y 一 12)， 

则 Q) R 中 有 |Al 个 有 序 对 . 

(2) domR=|B|. 


(3) RM{2,3,4,6}=|C|. 

(4) {3) 在 R 下 的 像 是 |D|. 

(5) ReR 的 集合 表达 式 是 

供 选 择 的 答案 

A: D2?2; @3; @4. 

B.C.D.E: @{<3,3>}; @O{<3,3>, <6,2>)}); @{0,3,6,9,12}; OD{3,6,9); 
®{3}; 92; Oi. 

4.4 设 S={1,2,3), 图 4-18 给 出 了 S 上 的 5 个 关系 , 则 它们 只 具有 以 下 性 质 Ri 是 
Al,R, 是 |B| ,Rs 是 |C| ,R, 是 |D| ,Rs 是 |E. 

供 选择 的 答案 

ABC.D、E: 四 自 反 的 ,对 称 的 ,传递 的 ; @ 反 自 反 的 ,反对 称 的 ; @ 反 自 反 的 ,反对 称 
的 ,传递 的 ; @ 自 反 的 ; @ 反 对 称 的 ,传递 的 ; @ 什 么 性 质 也 没有 ; 对 称 的 ; @ 反 对 称 的 ; 
@ 反 自 反 的 ,对 称 的 ; @@ 自 反 的 ,对 称 的 ,反对 称 的 ,传递 的 . 


书 


人 和 3 汉 


1 1 1 六 O1 
2 3 2 3 Ls 2 3 2 3 
a “OO © 


(a) Ri (b) R, (©) Rs (d) Rs (e) Rs 
图 4-18 


4.5 设 Z+ 一 {zlzEZAz>0),m rars 是 Z+ 的 3 个 划分 . 
xl 一 {{Zz) |zEZ)， 
ra 一 (S: ,S:} ,Si 为 素数 集 ,S, = Zt 一 Si， 
we = (Bs 
则 (1) 3 个 划分 中 划分 块 最 多 的 是 |Al, 最 少 的 是 |Bl. 
(2) 划分 ma 对 应 的 是 Z*+ 上 的 |Cl,xs 对 应 的 是 Z 上 的 |D| ,rs 对 应 的 是 Z+ 上 的 |El. 
供 选 择 的 答案 
A、B: Or On; Ons. 
C.D.E: @ 整 除 关 系 ; @ 全 域 关 系 ; @ 包 含 关系 ; @ 小 于 等 于 关系 ; @ 恒 等 关系 ; @ 含 
有 两 个 等 价 类 的 等 价 关 系 ; 四 以 上 关系 都 不 是 . 
4.6 设 S={1,2,…,10), 二 是 S 上 的 整除 关系 , 则 二 S, 二 的 哈 斯 图 是 |A|, 其 中 最 大 
元 是 |B, 最 小 元 是 |C|, 最 小 上 界 是 |D|, 最 大 下 界 是 |E|. 
供 选 择 的 答案 
A: OO 一 棵 树 ; @ 一 条 链 ; @ 以 上 都 不 对 . 
BC.DE:d@O; @l @10; 06.7.8.9.10; @6; @0; 四 不 存在 . 
4.7 设 f: N>N,N 为 自然 数 集 , 且 


1， 若 z 为 奇数 ; 


/ ”一 1 去， 若 > 为 偶数 


则 (0)=|Al,f({0})=|B|,f({1,2})=|C|,f(1,2)=|D|,f({0,2,4,6,.…})=|El. 
供 选择 的 答案 
A、B.C.D、E: @ 无 意义 ; @1; @{1}; @0; @{0}; @ 


了 ON; ©{1,3,5,.); 


9 位 路 @(2,4,6，…) 
4.8 设 R.ZNN 分 别 表示 实数 .整数 和 自然 数 集 , 下 面 定 义 函 数 用 、f;、f;、f1. 试 确定 
它们 的 性 质 . 
fi: R>R,f(z)=2, 
fi: Z>N, f(z)=|z|, 
户 : N>N,f(x) 二 (zr)mod 3,z 除 以 3 的 余数 ， 
fis N=>NXN,f(n)=<nsnt1>. 
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则 广 是 |Aj, 户 是 |B|,fs 是 |C|,f 是 |D|,f({5))==|E|. 
供 选 择 的 答案 
A、B.C.D: @ 满 射 不 单 射 ; @ 单 射 不 满 射 ; @@ 双 射 ; @ 不 单 射 也 不 满 射 ; @ 以 上 性 质 
都 不 对 . 
E: ©@6; D5; @=5,6>>; @{=5,6>}; @ 以 上 答案 都 不 对 . 
ZX 宇 3; 
3 


2 
4.9 设 f; ReR, /n={ 


g: R 一 R,g(Cz) 一 Z 十 2， 
则 fog(zx)=|Al,g°f(z)=|Bl,g°f: RR 是 |C|, {7!|D|,g 1!El. 
供 选 择 的 答案 


A、 »: © | 


(z+2)*， zx>3, 22 十 2， Zz 宇 3s (z+2)*， z 宇 1; 
= Ww ss C3, Ls wl 
22 十 2， 2 之 3; 
0 Ee 
C: @ 单 射 不 满 射 ; @ 满 射 不 单 射 ; DD 不单 射 也 不 满 射 ; @ 双 射 . 
D、E: @ 不 是 反 函 数 ; 是 反 函 数 . 
4.10 (1) 设 S={a,b,c), 则 集合 T= {a,6) 的 特征 函数 是 |A|, 属 于 Ss 的 函数 是 |B|. 
(2) 在 S 上 定义 等 价 关系 RR=IsU{<a,b 记 ,二 b,a 记 } ,那么 该 等 价 关 系 对 应 的 划分 中 
有 [CI 个 划分 块 ， 作 自然 映射 g: S 习 S/R,g(z) 二 [zxjr, 那 么 g 的 表达 式 是 |D|,g(b)=|E|. 
供 选 择 的 答案 
A\B.D: DOD{<a,a>, <b,b> ,<ee>)}; O{<a,b>}; O{<a,l>, <b,1>, 
<c,0>}; @O{<a,{a}>, <6,{06)>, <e,{ec)>}; O{<a,{a,b}>, <o,{a,b}>, <e,{c)>}. 
C: ©1; ©O2; @3. 
E: @{a,b}; OM{b}. 
4.11 设 S={1,2,…, 6) ,下面 各 式 定义 的 R 都 是 S 上 的 关系 ,分 别 列 出 R 的 元 素 . 
(1) R={<z,y>|zx,yESAzr|y}. 
(2) R={ 过 zx,y 记 |zx,yESAz 是 y 的 倍数 }. 
(3) R={<z,y>|zr,yESAN(z—y)’ €S}. 
(4) 尺 ={<zyy>|z,yESAz/y 是 素数 }. 
4.12 设 S={1,2,…,10}), 定 义 S 上 的 关系 
R= {<zxry>|zry ES Arty = 10}, 


"| 


R 具有 哪些 性 质 ? 
4.13 S=={a,b,c,d},Ri、R; 为 S 上 的 关系 ， 
Ri= te me Ss by 
R= {< ud Sh 
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求 Ri°R, \R,°Ri\R? 和 R}. 
4.14 设 R 的 关系 图 如 图 4-19 所 示 , 试 给 出 ~(R)、(CR)、 
t(R) 的 关系 图 . "Ded 
4.15 ”对 任意 非 空 集合 S,P(S) 一 { 好 } 是 S 的 非 空子 集 族 ， 图 419 
那么 P(S) 一 {多} 能 否 构 成 S 的 划分 ? 
4.16 画 出 下 列 集 合 关于 整除 关系 的 哈 斯 图 . 
(CEL 
(2) {1,2,.%,9). 
指出 它 的 极 小 元 、 最 小 元 、 极 大 元 、 最 大 元 . 
4.17 在 下 列 的 关系 中 哪些 能 构成 函数 ? 
(1) {<xi ,zs> |zi ,zs EN,zi+zxs <10). 
(2) {< yw ,ys> |y1, ys ER, y=y?}. 
(3) {<y1,y:> 1y1 ,ys ER,yi = ). 
4.18 设 R 是 S 上 的 等 价 关系 ,在 什么 条 件 下 自然 映射 g: S 一 S/R 是 双 射 的 ? 
4.19 设 f,g,hENN, 有 是 有 


fn)=nt+l, g(n)=2n, h(n) = be ge 
求 fof\gef f°gheg.goh 和 fogeh. 
4.20 设 F: RXR>RXR,f(<zx,y)= 过 x 十 ysx 一 y 之 , 求 f 的 反 函 数 . 
4.21 设 f,gENN,N 为 自然 数 集 , 且 
Z 十 1， 工 一 0,1,2,3; x 
f(z) = 10， z= 4 g(x) = 区 
35 


并 bb 


工 为 偶数 ; 


工 为 奇数 . 
(1) 求 gf 并 讨论 它 的 性 质 ( 是 否 为 单 射 或 满 射 ). 

(2) 设 A={0,1,2), 求 g*f(A). 

4.22 设 A={a,b},B={0,1}， 

(1) 求 PCA) 和 B4. 

(2) 构造 一 个 从 P(A) 到 B4 的 双 射 函数 . 

4.23 对 下 面 给 定 的 集合 A 和 B, 构 造 从 A 到 B 的 双 射 函数 . 

(1) A=N,B= {zx|zx=2’ AyEN}. 


(2) A= [到 ,于 |],B=[ 一 1 都 是 实数 区 间 . 
4.24 设 f: A 一 A, 由 了 导出 的 A 上 的 等 价 关 系 定 义 如 下 : 
及 三 { 王 zy 二 | zyEA 人 Cz) = f(y)}. 
已 知 户 , 户 ,AENN, 且 
方 ( 全 三 让 fm) = 的 we Pe me ee 
令 民 为 方 导 出 的 等 价 关系 , 求 商 集 N/R;, 其 中 i==1,2,3. 
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4.25 对 下 述 函 数 fg 及 集合 A .了 B ,计算 feg、f*g(A) 和 f*g(B), 并 说 明 f*g 是 否 为 
单 射 或 满 射 . 
(1) f: R>R,f(r)=zx—zx? 
g: N 一 R,g(z) 一 Vz 
A={2,4,6,8,10},B={0,1). 
(2) f: ZR,f(zr)=e 
g: Z>Z,g(7)=x’ 
A=N,B= {2k|kEN). 


本 


弟 EE 章 图 的 对 杰 应 民 念 


图 论 的 内 容 十 分 丰富 ,应 用 相当 广泛 . 许多 学 科 ,诸如 运筹 学 信息论、 控制 论 . 网 络 理 
论 ,博弈 论 .化 学 .生物 学 ,物理 学 .社会 科学 .语言 学 .计算 机 科学 等 ,都 以 图 作为 工具 来 解决 
实际 问题 和 理论 问题 . 随 着 计算 机 科学 的 发 展 , 图 论 在 以 上 各 学 科 中 的 作用 越 来 越 大 ,同时 
图 论 本 身 也 得 到 了 充分 的 发 展 . 本 书 在 第 5.6、7 章 中 介绍 与 计算 机 科学 关系 密切 的 图 论 
内 容 . 


5.1 无 向 图 及 有 向 图 


在 集合 论 中 已 给 出 了 集合 与 卡 氏 积 的 概念 ,这 里 还 需要 给 出 多 重 集 与 无 序 积 的 概念 . 
集合 中 的 元 素 不 重复 出 现 , 当 人 允许 元 素 重复 出 现时 称 作 多 重 集 . 如 , {a, a, b,c,c, Cc) 与 
{a, b,c} 作 为 集合 是 相同 的 , 而 作为 多 重 集 是 不 相同 的 . 

设 A.B 为 两 集合 , 称 

{{a,b} |a €A Ab EB} 
为 A 与 B 的 无 序 积 , 记 作 A&B. 为 方便 起 见 , 将 无 序 对 {a.6) 记 作 (a,6). 无 论 a.b 是 否 相 
同 , 显 然 有 (a,0)= 二 (6,a). 例如 , 设 A={ai,as}) ,B= 二 {61,b;), 则 
A&B = {(ai,01), (a1.b2), (a2 5b1), Cas bs)}, 
A&A = {(aisa1), aisas), (as a2)). 

定义 5.1 一 个 无 向 图 G 是 一 个 二 元 组 (V,E) ,其 中 

(1) V 是 一 个 非 空 的 有 穷 集 合 , 称 为 G 的 顶点 集 ,V 中 元 素 称 为 顶点 或 结 点 ; 

(2) 巨 是 无 序 积 V&V 的 一 个 多 重子 集 , 称 为 G 的 边 集 ,E 中 元 素 称 为 无 向 边 或 简 
称 边 . 

图 G 的 顶点 集 记 作 V(G) , 边 集 记 作 E(G). 在 图 的 运算 中 , 有 时 会 产生 顶点 集 为 如 的 
结果 ,因而 规定 顶点 集 为 儿 的 图 为 空 图 . 

以 上 给 出 的 是 一 个 无 向 图 的 数学 定义 , 还 可 以 用 图 形 表 示 无 向 图 , 这 样 更 直观 . 用 小 
圆圈 或 实心 点 表示 顶点 ,用 连接 两 个 顶点 的 线段 表示 边 . 其 中 顶点 的 位 置 线段 的 曲直 及 是 
否 相 交 都 无 关 紧 要 . 例如 ,G==(V,E)》,V={v ,vw vv})sE={(w ,ve), (wuw) (vs ,Us), 
(myv), (oz), ouw)),G 的 图 形 如 图 5-1(a) 所 示 . 

定义 5.2 一 个 有 向 图 DD 是 一 个 二 元 组 (V,E) ,其 中 

(1)V 是 一 个 非 空 的 有 穷 集 合 , 称 为 D 的 顶点 集 ,V 中 元 素 称 为 顶点 或 结 点 ; 

(2) 巨 是 卡 氏 积 VXyV 的 多 重子 图 , 称 为 D 的 边 集 , 其 元 素 称 为 有 向 边 ,也 简称 边 . 

也 用 V(D)、E(D) 分 别 表示 有 向 图 D 的 顶点 集 和 边 集 . 有 向 图 D 也 可 以 用 图 形 表示 ， 
与 无 向 图 不 同 的 是 , 用 带 箭 头 的 连 线 表示 有 向 边 . 例如 ,D 二 (V,E), 其 中 V 二 { vi ,vs ,vs， 
Wasvs} 下 一 (人 (om zoom) wo wo ww) (V1 v2)}，D 的 
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图 形 为 图 5-1(b) 所 示 . 为 方便 起 见 , 也 可 以 给 边 起 个 名 字 . 例如 ,在 图 5-1(a) 中 ,用 e 表示 
边 (w,vz ) ,ez 表示 边 (vi ,zz ) 等 . 在 图 5-1(b) 中 ,用 e1 表示 边 v »U1) ,C2 表示 边 (v ,v2 ) 等 . 


图 5-1 


无 向 图 和 有 向 图 通称 为 图 , 但 有 时 也 把 无 向 图 简称 为 图 . 常用 G 表示 无 向 图 ,用 DD 表 
示 有 向 图 . 有 时 又 用 G 泛 指 无 向 图 或 有 向 图 . 

有 个 顶点 的 图 (无 向 图 或 有 向 图 ) 称 为 n 阶 图 . 没有 一 条 边 的 图 称 为 零 图 . 一 阶 零 图 ， 
即 只 有 一 个 项 点、 没有 边 的 图 , 称 为 平凡 图 . 

定义 5.3 在 无 向 图 G=(V,E) 中 , 设 e=(u,v) 是 G 的 一 条 边 , 则 称 wu 为 e 的 端点 ,e 
与 u( 和 vw) 关联 .无边 关联 的 顶点 称 为 孤立 点 . 若 一 条 边 所 关联 的 两 个 顶点 重合 , 则 称 此 边 
为 环 . 若 x 关 ww, 则 称 e 与 a( 和 w) 的 关联 次 数 为 1; 若 4 二 v, 称 e 与 u 的 关联 次 数 为 2; 若 也 不 
是 e 的 端点 , 则 称 e 与 w 的 关联 次 数 为 0. 

若 存 在 一 条 边 e 以 顶点 uw 为 端点 , 则 称 u.v 是 相 邻 的 . 若 两 条 边 ee' 至 少 有 一 个 公共 
端点 , 则 称 ee 是 相 邻 的 . 

在 图 5-1(a) 中 ,es 二 (vi ,vs) ,vi、vz 为 es 的 端点 ,es 与 wu 的 关联 次 数 均 为 1. vs 是 
孤立 点 . el 是 环 ,ei 与 w 的 关联 次 数 为 2. vi 与 w 是 相 邻 的 , 而 vs 与 w 不 相 邻 . ei 与 es 
是 相 邻 的 , es 与 e; 也 是 相 邻 的 , 而 e 与 es 不 相 邻 . 

定义 5.4 在 有 向 图 D=(V,E) 中 , 设 e=(xsu) 是 G 的 一 条 有 向 边 , 则 称 x 为 e 的 始 
点 ,v 为 e 的 终点 , 也 称 uw 为 e 的 端点 ,e 与 u( 和 vw) 关联. 无 边关 联 的 顶点 称 为 孤立 点 . 
若 一 条 有 向 边 的 始点 与 终点 重合 , 则 称 此 边 为 环 . 

若 存在 一 条 边 e 以 顶点 4 为 始点 、 以 v 为 终点 , 则 称 x 邻接 到 v. 若 边 e 的 终点 与 边 e” 
的 始点 重合 , 则 称 e、e 是 相 邻 的 . 

在 图 5-1(b) 中 , 边 e@s 二 《vi,vs) ,wi 是 es 的 始点 ,vs 是 es 的 终点 ,vi 邻接 到 ws. ei 是 环 ， 
无 孤立 点 . 边 e 与 es 是 相 邻 的 , es 与 es 也 是 相 邻 的 , 而 es 与 es 不 是 相 邻 的 . 

定义 5.5 在 无 向 图 中 ,顶点 v 作 为 边 的 端点 的 次 数 之 和 为 v 的 度数 ,简称 度 , 记 作 
dl(v). 

在 有 向 图 中 , 称 顶 点 wv 作为 边 的 始点 的 次 数 之 和 为 v 的 出 度 , 记 作 dr (v); 称 v 作为 边 
的 终点 的 次 数 之 和 为 v 的 入 度 , 记 作 d7(v); 称 vv 作为 边 的 端点 的 次 数 之 和 为 v 的 度数 , 简 
称 度 , 记 作 d(v). 显然 , 4(v)==dt (v) 二 d7 (vw). 

在 图 5-1(a) 中 ,d(vi)==4,d(vws) 二 4,d(wvs) 二 0. 在 图 5-1(b) 中 ,dt (vi)= 二 2,d7 (vi) 二 
1,d(u)=3,d+ (vw) 二 1,d- (vw) 二 3,d(v,) 一 4. 注意 ,在 图 5-1(a) 中 , vs 作为 环 e 的 端点 
是 2 次 . 在 图 5-1(b) 中 , vw 作为 环 ei 的 一 次 始点 一 次 终点 和 2 次 端点 . 
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称 度数 为 1 的 顶点 为 悬挂 项 点 , 它 所 关联 的 边 为 悬挂 边 . 在 图 5-1(a) 中 ,w 为 悬挂 顶 
点 ,es 为 悬挂 边 . 
对 于 无 向 图 G 二 (V,E), 记 
A(G) = max{d(v) | v €V}, 
6(G) = min{d(v) | v EV}, 
分 别称 为 G 的 最 大 度 和 最 小 度 . 
对 于 有 向 图 D==《V,E) ,除了 最 大 度 A(D)、 最 小 度 6(D) 外 ,还 有 最 大 出 度 A+ (D)、 最 
大 入 度 A-(D)、 最 小 出 度 67 (D) .最 小 入 度 9 (CD) ,分别 定义 如 下 : 
A(D) = max{d(v) | v EV}); 
6(D) = min{d(v) | v €V}; 
At (D) = max{dt (v) | v €V}; 
A  (D) = max{d” (v) | v €V}; 
6+ (D) = min{dt (v) | v €V}; 
6 (D) = min{d™ (v) | v €V}. 
在 图 5-1(a) 中 ,A=4,6==0. 图 5-1(b) 中 ,A 王 4,6 一 2,A+ 一 3,A 一 3,0+ 一 1,0 一 0. 
下 面 定 理 给 出 图 中 顶点 度数 与 边 数 之 间 的 关系 . 
定理 5.1( 握 手 定理 ) 设 图 G 二 (V,EE) 为 无 向 图 或 有 向 图 ,V 二 {vi,vs,…,v,), 边 数 
IE|=mm, 则 


> dv) 一 2m. 
i=1 


证 明 每 一 条 边 有 2 个 端点 , 所 有 顶点 的 度数 之 和 等 于 它们 作为 端点 的 次 数 之 和 ， 因 
此 恰好 等 于 边 数 的 2 倍 . 

握手 定理 是 图 论 中 的 基本 定理 , 它 有 一 个 重要 推论 . 

推论 任何 图 (无 向 的 或 有 向 的 ) 中 ,度数 为 奇数 的 顶点 个 数 是 偶数 . 

对 有 向 图 来 说 ,还 有 下 面 的 定理 . 

定理 5.2 设 有 向 图 D=(V,E),V={uu，…uw)} ,|E|= 二 mm,; 则 


Da (vi) = ya- (vi) = m. 

可 类 似 定 理 5.1 证 明 . 

以 上 两 定理 及 其 推论 都 是 非常 重要 的 ,希望 记 住 它们 并 能 灵活 运用 . 

设 V={ 色 ,ws,…,v,) 为 图 G 的 顶点 集 , 称 (4 (wow),d(vs),…,d(v,)) 为 G 的 度数 序列 . 
有 向 图 还 有 入 度 序列 和 出 度 序列 . 图 5-1(a) 的 度数 序列 为 (4,4,3,1,0),(5) 的 度数 序列 为 
(3,4,3,4,2)， 人 度 序列 为 (1，3, 0, 3, 1) ,出 度 序列 为 (2, 1, 3, 1, 1). 

例 5.1 (1) (3,3,2,3)、(5,2,3,1,4) 能 成 为 图 的 度数 序列 吗 ” 为 什么 ? 

(2) 已 知 图 G 中 有 10 条 边 ,4 个 度数 为 3 的 顶点, 其余 顶 点 的 度数 均 小 于 等 于 2, 问 G 
中 至 少 有 多 少 个 顶点 ?为 什么 ? 

解 (1) 由 于 这 两 个 序列 中 ,奇数 个 数 均 为 奇数 ,由 握手 定理 的 推论 可 知 , 它 们 都 不 能 
成 为 图 的 度数 序列 . 
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(2) 图 中 边 数 m= 二 10, 由 握手 定理 可 知 ,G 中 各 顶点 度数 之 和 为 20,4 个 3 度 顶 点 占 去 
12 度 ,还 剩 8 度 . 若 其 余 全 是 2 度 顶 点 ,还 需要 4 个 顶点 来 占用 这 8 度 , 所 以 G 至 少 有 8 个 
顶点 . 

定义 5$.6 在 无 向 图 中 ,关联 一 对 顶点 的 无 向 边 如 果 多 于 1 条 , 称 这 些 边 为 平行 边 . 平 
行 边 的 条 数 称 为 重 数 . 

在 有 向 图 中 ,如 果 有 多 于 1 条 的 边 的 始点 与 终点 相同 , 则 称 这 些 边 为 有 向 平行 边 ,简称 
平行 边 . 

含 平行 边 的 图 称 为 多 重 图 . 既 不 含 平行 边 也 不 含 环 的 图 称 为 简单 图 . 

在 图 5-1(a) 中 , e 与 es 是 平行 边 . 图 5-1(b) 中 ， 
es 与 et 是 平行 边 ,而 er 与 es 不 是 平行 边 . 这 2 个 图 都 [| < AN 
不 是 简单 图 . 图 5-2 中 所 示 的 3 个 图 都 是 简单 图 . 

定义 5.7 设 G=(V,E) 是 n 阶 无 向 简单 图 ,车 G (a) (b) (9 
中 任何 顶点 都 与 其 余 的 2 一 1 个 顶点 相 邻 , 则 称 G 为 n 图 5-2 
阶 无 向 完全 图 , 记 作 K,. 

设 D=《(V,E) 为 n 阶 有 向 简单 图 ,车 对 于 任意 的 项 点 u,vEV(u 隆 v), 既 有 有 向 边 
《u,v0) ,又 有 (vv,w), 则 称 D 是 n 阶 有 向 完全 图 . 

在 图 5-2 中 (a) 为 Ki,(b) 为 K;,(c) 为 3 阶 有 向 完全 图 . 

定义 5.8 设 G=(V,E),G'==(V',E') 是 两 个 图 . 车 V' SV 且 E’CE, 则 称 G' 是 G 的 
子 图 ,G 是 G 的 母 图 , 记 作 G'SG. 

车 G'SG 且 G’ 关 G( 即 V' CV 或 E” CE), 则 称 G' 是 G 的 真子 图 . 

车 G'SG 且 V =V, 则 称 G 是 G 的 生成 子 图 . 

设 VIEV, 且 可 关 多 ,以 Vi 为 顶点 集 , 以 所 有 两 端点 均 在 Vi 中 的 边 为 边 集 的 G 的 子 
图 , 称 为 Vi 导出 的 导出 子 图 , 记 作 G[V']. 

设 ECE, 且 El 了 如, 以 Ei 为 边 集 ,以 E, 中 边关 联 的 所 有 顶点 为 顶点 集 的 G 的 子 图 ， 
称 为 已 导出 的 导出 子 图 , 记 作 GLE ]. 

在 图 5-3 中 ,图 5-3(b) .图 5-3(c) 均 为 图 5-3(a) 的 子 图 ,图 5-3(c) 是 生成 子 图 . 图 5-3(b) 是 
顶点 子 集 {uw ,uv } 的 导出 子 图 ,也 是 边 子 集 {e ,es) 的 导出 子 图 . 图 5-3(c) 又 是 边 子 集 {e1 ,es， 
@4) 的 导出 子 图 . 图 5-3(e) .图 5-3(f) 是 图 5-3(d) 的 子 图 ,图 5-3(e) 是 生成 子 图 ,也 是 边 子 集 
{eiyes ) 的 导出 子 图 . 图 5-3(f) 是 边 子 集 {e1}) 的 导出 子 图 . 
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图 5-3 


注意 ,每 个 图 都 是 本 身 的 子 图 . 
定义 5.9 设 G=(V,E) 是 nn 阶 无 向 简单 图 . G 的 补 图 G 定义 如 下 : G 一 (V,E) , 其 中 
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E={(u,v)|u,v€EV Hu,v) EE). 

有 向 简单 图 的 补 图 可 类 似 定义 . 

在 图 5-4 中 ,图 5-4(a) 是 图 5-4(b) 的 补 图 ,当然 图 5-4(b) 也 是 图 5-4(a) 的 补 图 ,就 是 说 ， 
图 5-4(a) 和 图 5-4(b) 互 为 补 图 . 图 5-4(c) 和 图 5-4(d) 互 为 补 图 . 


(a) (b) (c) (d) 


图 5-4 


图 是 表达 事物 之 间 关 系 的 工具 .在 画图 时 ,由 于 顶点 位 置 的 不 同 , 边 的 直 、 曲 不 同 ,同一 
个 事物 之 间 的 关系 可 能 画 出 不 同形 状 的 图 来 ,因而 引出 了 图 同 构 的 概念 . 

定义 5.10 设 两 个 无 向 图 G; =(V ,PE ),G: 二 (Vs,E,), 如 果 存 在 双 射 函数 f:; Vi 一 
Vs ,使 得 对 于 任意 的 e==(u,v) EE 当 且 仅 当 e = 二 (f(wu), f(v)) EE,, 并 且 e 与 e’ 的 重 数 相 
同 , 则 称 Gi 与 Gs 是 同 构 的 , 记 作 Gi 室 G;. 

可 类 似 定 义 两 个 有 向 图 同 构 ,只 是 还 要 考虑 有 向 边 的 方向 . 

在 图 5-5 中 ,图 5-5(a) 与 图 5-5(b) 同 构 , 顶 点 之 间 的 对 应 关系 为 a wi ,bv cov， 
du,ervs. 不 难 验 证 ,图 5-5(c) 与 图 5-5(d) 同 构 . 图 5-5(c) 称 为 彼 德 森 图 . 
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图 5-5 


显然 , 顶点 数 相 同 , 边 数 相同 , 度数 序列 相同 (不 计 顺 序 ) 等 都 是 两 个 图 同 构 的 必要 条 
件 , 还 可 以 找到 更 多 的 必要 条 件 . 只 要 不 满足 某 个 必要 条 件 , 就 说 明 这 两 个 图 不 同 构 . 例 
如 ,在 图 5-5 中 ,在 图 5-5(f) 中 存在 3 个 彼此 不 相 邻 的 顶点 ,而 在 图 5-5(Ce) 中 却 找 不 到 3 个 
彼此 不 相 邻 的 顶点 , 因此 图 5-5(e) 与 图 5-5(1) 不 同 构 . 注意 这 两 个 图 的 顶点 个 数 相同 , 边 的 
条 数 相 同 ,每 个 顶点 都 是 3 度 顶 点 ,但 这 些 都 是 图 同 构 的 必要 条 件 , 不 是 充分 条 件 . 至 今 还 
没有 找到 便于 判断 的 图 同 构 的 充分 必要 条 件 . 要 证 明 两 个 图 同 构 , 只 能 根据 定义 , 找到 顶 
点 之 间 满 足 条 件 的 双 射 , 至今 还 不 知道 更 好 的 方法 . 

例 5.2 (1) 画 出 4 个 顶点 3 条 边 的 所 有 非 同 构 的 无 向 简单 图 . 

(2) 夯 出 3 个 顶点 2 条 边 的 所 有 非 同 构 的 有 向 简单 图 . 

解 (1) 直观 上 容易 看 出 ,4 个 顶点 3 条 边 的 所 有 非 同 构 的 无 向 简单 图 只 有 图 5-6(a) 、 
图 5-6(b) .图 5-6(c) 所 示 的 3 个 图 . 

(2) 3 个 顶点 2 条 边 的 所 有 非 同 构 的 有 向 简单 图 只 有 图 5-6(d)、 图 5-6(e)、 图 5-6(f)、 
图 5-6(g) 所 示 的 4 个 图 . 3 个 顶点 2 条 边 的 非 同 构 的 无 向 简单 图 只 有 1 个 ,由 它 可 派生 出 3 
个 非 同 构 的 有 向 简单 图 为 图 5-6(d) 、 图 5-6(e)、 图 5-6( 人 ). 
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5.2 通路 .回路 和 图 的 连通 性 


通路 与 回路 是 图 论 中 两 个 重要 而 又 基本 的 概念 . 本 节 所 述 定义 一 般 来 说 既 适 合 无 向 图 ， 
也 适合 有 向 图 ;否则 ,将 加 以 说 明 或 分 开 定义 . 

定义 5.11 设 图 G 中 顶点 和 边 的 交替 序列 厂 二 voervies*…ev1, 若 v_1 和 wi 是 e; 的 端点 
( 当 G 是 有 向 图 时 ,要 求 v1 是 e; 的 始点 ,vi 是 e; 的 终点 ) ,i 二 1,2,…,L, 则 称 栈 为 项 点 vo。 到 
vi 的 通路 . v。 和 vw, 分 别称 为 此 通路 的 起 点 和 终点 , 卫 中 边 的 数目 / 称 为 卫 的 长 度 . 当 v= 
vi 时 ,此 通路 称 为 回路 . 

车 研 中 的 所 有 边 互 不 相同 , 则 称 古 为 简单 通路 . 当 vo 二 vw, 时 , 称 此 简单 通路 为 简单 
回路 . 

若 卫 中 除 wyw 外 所 有 顶点 互 不 相同 ,所 有 边 也 互 不 相同 , 则 称 此 通路 为 初级 通路 或 路 
径 . 当 ww 二 vi 时 , 称 此 初级 通路 为 初级 回路 或 圈 . 

有 边 重 复出 现 的 通路 称 为 复杂 通路 ,有 边 重复 出 现 的 回路 称 为 复杂 回路 . 

在 上 述 定 义 中 , 回路 是 通路 的 特殊 情况 . 但 通常 都 是 当 起 点 与 终点 不 同时 才 说 是 通 
路 .在 一 般 情况 下 ,如 果 顶 点 互 不 相同 , 必 有 边 也 互 不 相同 . 在 初级 通路 (回路 ) 的 定义 中 既 
要 求 顶 点 互 不 相同 ,又 要 求 边 互 不 相同 , 这 只 是 为 了 排除 一 种 特殊 情况 : 沿 着 边 (u,v) 从 4 
到 wv, 再 沿 着 这 条 边 回 到 v. 它 不 是 初级 回路 . 根据 定义 ,初级 通路 (回路 ) 都 是 简单 通路 ( 回 
路 ), 但 反之 不 真 . 

通路 和 回路 是 图 的 子 图 . 图 5-7 给 出 了 通路 .回路 的 示意 图 . 图 5-7(a) 为 vo 到 ww 的 长 
为 4 的 初级 通路 (路 径 ). 图 5-7(c) 为 vo 到 wi 的 长 为 8 的 简单 通路 . 图 5-7(e) 是 w 到 wo 
的 长 为 5 的 初级 回路 . 图 5-7(g) 为 vo 到 vo 长 为 8 的 简单 回路 . 图 5-7(b)、 图 5-7(d)、 
图 5-7(1) 、 图 5-7(h) 分 别 为 有 向 图 中 的 初级 通路 .简单 通路 .初级 回路 .简单 回路 的 示意 图 . 
在 有 向 图 的 通路 或 回路 中 ,注意 箭头 方向 的 一 致 性 . 

在 无 向 图 中 , 环 和 两 条 平行 边 构成 的 回路 分 别 为 长 度 为 1 和 2 的 初级 回路 ( 圈 ). 在 有 
向 图 中 , 环 和 两 条 方向 相反 边 构成 的 回路 分 别 为 长 度 为 1 和 2 的 初级 回路 ( 圈 ). 

图 中 的 通路 和 回路 有 下 述 性 质 . 

定理 5.3 在 一 个 nn 阶 图 中 ,车 从 顶点 “到 (zx 天 zw) 存 在 通路 , 则 从 wx 到 w 存在 长 度 小 
于 等 于 ”一 1 的 通路 . 

证 明 设 meiuezu…eu 是 从 u 二 vo 到 v= 二 vw 的 一 个 通路 , 如果 /二 n 一 1, 由 于 图 中 
只 有 个 顶点 , 在 vw， wy，…，, vi 中 一 定 有 2 个 是 相同 的 . 设 v==v，,i<j, 那么 vieiriviti 
… ejv; 是 一 条 回路 , 删 去 这 条 回路 , 得 到 metuw…uei+… eivi 仍 是 从 4 二 vo 到 v= 二 vw 的 一 
个 通路 , 其 长 度 减少 j 一 i， 如 果 它 的 长 度 仍 大 于 n 一 1, 则 可 以 重复 上 述 做 法 , 直到 得 到 长 

a 23 a 
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度 不 超过 n 一 1 的 通路 为 止 . 

推论 在 一 个 nn 阶 图 中 , 若 从 顶点 到 wv(u 隆 v) 存 在 通路 , 则 从 到 w 存在 长 度 小 于 等 
于 nn 一 1 的 初级 通路 . 

下 述 定理 和 推论 可 类 似 证 明 . 

定理 5.4 在 一 个 阶 图 中 ,如 果 存 在 v 到 自身 的 回路 , 则 存在 wv 到 自身 长 度 小 于 等 于 
n 的 回路 . 

推论 在 一 个 阶 图 中 ,如 果 存 在 v 到 自身 的 简单 回路 , 则 存在 wv 到 自身 长 度 小 于 等 于 
2 的 初级 回路 . 

定义 5.12 在 一 个 无 向 图 G 中 ,着 从 顶点 w 到 w 存在 通路 (当然 从 v 到 也 存在 通 
路 ), 则 称 与 v 是 连通 的 . 规定 任何 顶点 与 自身 总 是 连通 的 . 

在 一 个 有 向 图 D 中 ,车 从 顶点 到 w 存在 通路 , 则 称 可 达 v. 规定 任何 顶点 到 自身 总 
是 可 达 的 . 


定义 5.13 若 无 向 图 G 是 平凡 图 或 G 中 任意 两 顶点 都 是 连通 的 , 则 称 G 是 连通 图 ; 否 
则 , 称 G 是 非 连通 图 . 


易 知 ,在 无 向 图 中 ,顶点 之 间 的 连通 关系 是 等 价 关 系 . 设 G 为 一 个 无 向 图 ,R 是 G 中 项 
点 之 间 的 连通 关系 . 按照 RR 可 将 V(G) 划 分 成 若干 个 等 价 类 , 设 为 Vi,V,,… ,Vi. 由 它们 导 
出 的 导出 子 图 GLV1],GLVsj],…,GLVij 称 为 G 的 连通 分 支 ,G 的 连通 分 支 个 数 记 为 p(G). 

例如 , 图 5-8 中 的 图 有 3 个 连通 分 支 . 

定义 5.14 设 DD 是 一 个 有 向 图 ,如 果 上 略 去 D 中 各 有 向 边 的 方向 后 所 得 无 向 图 是 连通 
图 , 则 称 D 是 弱 连 通 图 ,简称 连通 图 . 车 DD 中 任意 两 项 点 至 少 一 个 可 达 另 一 个 , 则 称 D 是 单 
向 连通 图 . 若 D 中 任何 一 对 顶点 都 是 相互 可 达 的 , 则 称 D 是 强 连通 图 . 
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在 图 5-9 中 ,图 5-9(a) 为 强 连通 图 ,图 5-9(b) 为 单 向 连通 图 ,图 5-9(c) 是 ( 弱 ) 连 通 图 . 


(a) (b) (c) 
图 5-8 图 5-9 


显然 , 强 连 通 图 一 定 是 单 向 连通 图 , 单 向 连通 图 一 定 是 弱 连 通 图 , 但 反之 不 真 . 

设 无 向 图 G=(V,E),V CV, 从 G 中 删除 V 中 的 所 有 顶点 及 其 关联 的 边 , 称 作 删 除 
六 ,把 删除 了 后 的 图 记 作 G 一 V'. 又 设 ECE, 从 G 中 删除 E 中 的 所 有 边 , 称 作 删除 E'， 
把 删除 E' 后 的 图 记 作 G 一 E'. 

定义 5.15 设 无 向 图 G=(V,E),VCV, 若 如 G 一 V' ) > p(G), 且 对 V 的 任何 真子 
集 V,p(G 一 V” =p(G), 则 称 V' 为 G 的 点 割 集 . 若 点 割 集中 只 有 一 个 顶点 w, 则 称 v 为 
割 点 . 

又 ECE, 若 p(G 一 E') > p(G), 且 对 E' 的 任何 真子 集 E”， 
p(G 一 EF) 二 p(G), 则 称 E' 是 G 的 边 割 集 , 简称 割 集 . 若 边 割 集中 
只 有 一 条 边 e, 则 称 e 为 割 边 或 桥 . 

在 图 5-10 中 ,{(u,vs}、 (wu (us} 为 点 割 集 ,w we 都 是 割 点 . 
{uv} 不 是 点 割 集 ,因为 它 的 真子 集 {w } 已 经 是 点 割 集 了 . 类 似 
地 ,{uyvs} 也 不 是 点 割 集 . 


{esres} {erres} {ee2 ,63)、 


{e1re2sses} {eeser} {esses}, (es} 


等 都 是 边 割 集 , 其 中 es 是 桥 .{es ,er ,es}、{es esse ,ez yes} 都 不 是 边 割 集 . 
s.3 图 的 矩阵 表示 


前 面 介绍 了 图 的 集合 描述 和 图 形 表示 , 本 节 介 绍 图 的 矩阵 表示 . 用 和 矩阵 表示 图 便于 用 
代数 方法 研究 图 ,同时 也 便于 计算 机 的 存储 和 处 理 . 由 于 矩阵 的 行列 有 固定 的 顺序 ,因此 在 
用 矩阵 表示 图 之 前 ,必须 规定 图 的 顶点 和 边 的 顺序 . 本 节 讨 论 图 的 关联 和 矩阵、 邻接 矩阵 和 可 
达 和 矩阵 . 


1. 无 向 图 的 关联 矩阵 


设 无 向 图 G=《V,E),V={viyvy sv) ,EE 二 {e162 sem), 令 ua [De 
ms 为 顶点 vi 与 边 e; 的 关联 次 数 , 称 (m5),xw 为 G 的 关联 矩阵 , 记 为 。 
M(G). ( 4 
显然 mi 的 可 能 取 值 为 0(w; 与 e 不 关联 ) 1(u 与 e; 关联 1 次 )、 证 
2(u 与 e; 关联 2 次 , 即 e 是 以 vi 为 端点 的 环 ). 例如 ,图 5-11 的 关 图 5-11 
联 和 矩阵 为 


本 活 


| i EE) 
(a i 
M(G) = 
I 0 
WO 而 7 
无 向 图 的 关联 矩阵 具有 下 述 性 质 . 
(1) 每 一 列 恰 好 有 两 个 1 或 一 个 2, 这 是 因为 每 条 边关 联 两 个 顶点 ( 环 关 联 的 两 个 顶点 


E 合 ). 


mh 
eh 


(2) 第 7 行 元 素 之 和 为 vw 的 度数 ，> Ym = Lu)， 
(3) 所 有 元 素 之 和 等 于 2m， 


Se 一 3 my = = Dd = 2m, 


j=1 i=1 =1 j=1 
这 正 是 握手 定理 的 内 容 . 
(4) vw; 为 孤立 点 当 且 仅 当 第 i 行 全 为 0. 如 上 面 的 第 4 行 . 
(5) ej 与 ex 为 平行 边 当 且 仅 当 第 j 列 与 第 k 列 相同 . 如 上 面 的 第 2 列 和 第 3 列 . 
给 定 图 G 的 关联 矩阵 ,不 难 画 出 G 的 图 形 ( 在 同 构 的 意义 下 ). 


2. 有 向 图 的 关联 矩阵 
这 里 要 求 有 向 图 D 中 没有 环 . 设 无 环 有 向 图 D=《V,E),V={vi,vo,*,v,},E=( 


eyen}), 令 


1， vi 为 e; 的 始点 ， 
my = 10， Ui 与 e) 不 关联 ， 
一 1]， vi 为 ej 的 终点 ， 
则 称 Gx ),xw 为 D 的 关联 矩阵 , 记 作 M(D). 
例如 ,图 5-12 的 关联 矩阵 为 


二 0 1 一 ll 
M(D) = 


有 向 图 的 关联 矩阵 具有 下 述 性 质 : 

(0) 每 一 列 恰好 有 一 个 1 了 和 一 个 二 1 

(2) 第 i 行 1 的 个 数 等 于 d* (wi) ,一 1 的 个 数 等 于 d (wu). M(D) 中 所 有 1 的 个 数 等 于 
所 有 一 1 的 个 数 ,都 等 于 mm. 


3. 有 向 图 的 邻接 矩阵 


设 有 向 图 D==(V,E),V 二 {viv ,v0,) ,IE| 二 mm. 令 a 为 v; 邻接 到 vw 的 边 的 条 数 ， 
称 (a 六 ),x, 为 D 的 邻接 矩阵 , 记 作 4(D). 
例如 ,图 5-13 的 邻接 矩阵 为 
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图 5-12 图 5-13 
Le 
O00 0 
A(D)= 
0 0 0 1 
0 0 1 0 
有 向 图 的 邻接 矩阵 具有 下 述 性 质 . 


(1) 第 i 行 元 素 之 和 等 于 d+ Gv), 》) a = d+ (u). 


i=1 


(2) 第 j 列 元 素 之 和 等 于 d-(v), 了 a = d- (vw). 
i=1 


(3) 所 有 元 素 之 和 等 于 边 数 ，》) 了 las? 二 m. 


i=1 j=1 


每 一 条 边 是 一 条 长 度 为 1 的 通路 , 而 环 是 长 度 为 1 的 回路 , 因而 》 > of 是 D 中 长 


i=l j=1 


度 为 1 的 通路 ( 含 回路 ) 数 ,而 > ago 为 D 中 长 度 为 1 的 回路 总 数 . 一 般 地 , 记 A 二 A(D)， 


A!' 二 (a 六 )ww. 可 以 证 明 下 述 定 理 和 推论 . 
定理 5.5 设 4 为 有 向 图 D 的 邻接 和 矩 阵 ,V 二 {如 ,vo,…,v,), 则 A'(1 三 1) 中 元 素 a 外 为 


vi 到 二 长 度 为 1 的 通路 数 ，》) > ay 为 中 长 度 为 / 的 通路 ( 含 回路 ) 总 数 ,其 中 了 a 为 
DD 中 长 度 为 1 的 回路 数 . 

推论 设 B,==A 二 和 A 十 … 十 A"(r 之 1), 则 B, 中 元 素 0 久 为 D 中 vw 到 w 长度 小 于 等 于 
/的 通路 数 ， 》6y 为 D 中 长 度 小 于 等 于 的 通路 ( 含 回路 ) 总 数 ,其 中 也 6? 为 DD 中 长 


度 小 于 等 于 7 的 回路 总 数 . 

注意 : 在 这 里 通路 和 回路 可 以 是 初级 的 简单 的 ,也 可 以 是 复杂 的 , 并 且 把 回路 看 成 通 
路 的 特殊 情况 , 即 在 计算 通路 数 时 把 回路 包括 在 内 . 在 计算 通路 数 和 回路 数 时 是 在 定义 的 
意义 下 ,而 不 是 在 同 构 的 意义 下 . 也 就 是 说 ， 当 表 示 通 路 或 回路 的 顶点 边 序列 不 同时 认为 
它们 是 不 同 的 通路 或 回路 . 例如 ,在 图 5-12 中 , mevuesuwezu ，vzesuezuelv 和 
vuezvie1vsesv4 实际 上 是 同一 条 回路 ,而 在 定义 意义 下 它们 是 3 条 回路 . 

在 图 5-13 中 ,计算 得 到 
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由 于 a 二 3,a 久 二 4,a 多 二 6, 故 D 中 vi 到 ws 长 度 为 2 的 通路 有 3 条 ,长 度 为 3 的 通路 
有 4 条 ,长 度 为 4 的 通路 有 6 条 . 由 at? 二 1,ai? 二 1,a 史 二 1, 可 知 DD 中 wv 到 自身 长 度 为 2、 


3、4 的 回路 各 有 1 条 . 而 >) >1a 久 一 10, >)a 名 二 3, 故 DD 中 长 度 为 2 的 通路 总 数 为 10, 其 
中 有 3 条 回路 . 


4. 有 向 图 的 可 达 和 矩阵 


设 D==《V,E) 为 一 有 向 图 ,V=={vi@ ,vos… sv,), 令 
ls 车 v; 可 达 w， PA 
ps = 0， 否则 ， zi， j= 1,2,°,n. 
称 (pi ),x, 为 D 的 可 达 和 矩阵 , 记 作 P(D). 


图 5-13 所 示 有 向 图 D 的 可 达 和 矩阵 为 


1 
P(D) = | 
0 
0011 

由 于 任何 顶点 到 自身 都 是 可 达 的 , 故 可 达 和 矩阵 对 角 线 上 的 元 素 恒 为 1, 即 pi; 二 1,i=1， 
2,…,n, 由 定理 5.3,vw 可 达 wj, 即 v 到 w 有 通路 , 当 且 仅 当 68r? 关 0(i 关 让. 于 是 PCD) 中 
非 对 角 线 元 素 可 如 下 确定 : 当 好 -2 天 0 时 , ps 二 1; 否则 ps 二 0, i 关 j ij 二 1,2,… yn. 也 
就 是 说 , 可 以 由 忆 的 邻接 矩阵 求 可 达 和 矩阵 . 

可 以 类 似 地 定义 无 向 图 的 邻接 矩阵 和 可 达 和 矩阵 . 实际 上 ,可 以 把 无 向 图 看 作 有 向 图 的 
特殊 情况 , 即 把 每 一 条 无 向 边 看 作 一 对 方向 相反 的 有 向 边 . 显然 ,无 向 图 的 邻接 矩阵 和 可 达 
和 矩阵 都 是 对 称 的 . 


5.4 最 短路 径 .关键 路 径 和 着 色 


给 有 向 图 或 无 向 图 G 的 每 条 边 附 加 一 个 实数 , G 连同 附加 在 边 上 的 实数 称 为 带 权 图 ， 
记 作 G=(V,E,W), 其 中 WW={w(e)|leEE),w(e) 是 附加 在 边 e 上 的 实数 , 称 作 边 e 的 权 . 
设 G1 是 带 权 图 G 的 子 图 , 称 >) w(e) 为 Gi 的 权 , 记 作 W(G1)， 当 无 向 边 e 二 (vi,v) 或 有 


<EE(G) 


向 边 e 二 (vi,vj) 时 ,w(e) 常 记 为 wi. 
1. 最 短路 径 问 题 


设 带 权 图 G 二 (V,E,W), 直观 上 把 一 条 边 的 权 看 成 这 条 边 的 长 度 , 通路 的 长 度 等 于 它 
上 面 所 有 边 的 长 度 之 和 , 即 这 条 通路 的 权 . 设 u、wv 为 G 中 的 两 个 顶点 ,从 u 到 vw 的 所 有 通 
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路 中 权 最 小 的 通路 称 为 x 到 的 最 短路 径 , u 到 w 的 最 短路 径 的 权 称 作 x 到 w 的 距离 , 记 
作 d (u,v). 

最 短路 径 问题 : 任 给 一 个 简单 带 权 图 G 二 (V ,E,W) 及 u,vEV, 求 u,v 之 间 的 最 短路 径 
及 距离 . 

下 面 介绍 最 短路 径 问 题 的 一 个 有 效 算法 , 它 是 E. W. Dijkstra 于 1959 年 给 出 的 
Dijkstra 算法 适用 于 所 有 边 的 权 大 于 等 于 0 的 情况 , 它 可 以 求 从 给 定 的 一 个 顶点 到 其 余 所 
有 顶点 的 最 短路 径 及 距离 . 设 G==(V ,E,W),V={ 妈 ,vo，… ,vw,), 求 从 vw 到 其 余 各 顶点 
的 最 短路 径 和 距离 。Dijkstra 算法 是 一 种 标号 法 , 每 一 个 顶点 有 一 个 标号 , 标号 分 永久 标 
号 和 临时 标号 两 种 , 在 顶点 六 的 标号 记 作 (;, p;). 若 vi 在 第 t 步 获 得 永久 标号 , 则 此 后 它 
的 标号 不 再 改变 , 其 中 心 是 w 到 vw; 的 距离 ,p; 是 vi 到 vi 的 最 短路 径 上 w; 的 前 一 个 顶点 . 
若是 临时 标号 , 则 4 是 vi 经 过 具有 永久 标号 的 顶点 到 vi; 的 最 短 长 度 ，p; 是 这 条 路 径 上 vw; 
的 前 一 个 顶点 . 记 P 为 已 获得 永久 标号 的 顶点 集 , T= 二 V 一 P 为 仍 为 临时 标号 的 顶点 集 . 

Dijkstra 算法 

(1) 令 1 二 0，p<， lj 二 co, pj;<A, j=2,3,"",n 

P={}, T=V— {ww}, kl1, tol1. /4 表示 空 

(2) 对 所 有 的 夫 ET 且 (wywD)EE 

令 lmin{l;, lt+wy}, 

车 1 二 l ww， 则 令 一 lL， pj 一 vi. 
(3) 求 4,=min{l;|1v ET)}. 

令 PPUt{v}, To—T—{v}, kei. 
(4) 令 tt 十 1， 

车 1 二 n， 则 转 (2). 

对 于 有 向 图 , 只 需 在 算法 中 把 无 向 边 改 成 有 向 边 . 

算法 在 第 1 步 , 令 mm 的 标号 为 永久 标号 (0, 4), 其 余 顶 点 的 标号 均 为 临时 标号 
(十 cc, )). 设 在 第 1 步 v 获得 永久 标号 . 步骤 (2), 第 1 十 1 步 对 每 一 个 临时 标号 的 顶点 
vj， 若 (vi，v;)EE, 则 比较 4 与 从 vi 经 到 的 最 短路 径 、 再 经 边 (w, wv;) 到 vw 的 长 度 
十 wy 如果 十 ww 二 1;， 则 修改 vj 的 标号 . 步 又 (3), 设 vi 是 所 有 临时 标号 中 17; 最 小 的 


顶点 , 则 把 vw te 每 一 步 有 一 个 顶点 获得 认 和 网 
永久 标号 , 个 顶点 共 要 进行 n 步 . 计算 结束 后 , 4; 就 是 vw 到 ” 册 人 i 1 
vi 的 距离 , 而 利用 pp， 通过 回 滑 可 以 得 到 到 w 的 最 短路 径 . ra on 
例 5.3 求 图 5-14 所 示 图 中 顶点 w 与 vs 的 最 短路 径 . 加 加 
解 ”用 Dijkstra 算法 , 计算 过 程 如 表 5-1 所 示 . 图 5-14 
表 5-1 
t vo Ul Uz Vs Us Us 
1 0 (十 co， AM) (二 oo, 1) (+co, 1) (十 co，AX) 〈 十 ce，AX) 
人 (1,w)* (4,v) (+oo, A) (+oo, 4) (十 co，h) 
3 (3,01)™ (8,m) (6,m) (十 co，h) 
4 (8,m) (4 ) (十 co，A) 
5 (7,)™ (10,.04) 
6 (9,m)* 


表 中 * 表示 该 顶点 在 这 一 步 取得 永久 标号 . 由 vs 的 永久 标号 (9, vs), 得 到 w 到 vs 的 距离 
d(vo ,vs) 二 9, 在 vo 到 vs 的 最 短路 径 上 ws 的 前 一 个 顶点 是 mw. 再 查 vs 的 永久 标号 是 
(7, vs), 知道 w 的 前 面 是 v. wv 的 永久 标号 是 (4, vs), 知道 w 的 前 面 是 v。. vw 的 永久 标 
号 是 (3, vi), 知道 v 的 前 面 是 .vw 的 永久 标号 是 (1, vo), 知道 v 的 前 面 是 w. 至 此 ， 
得 到 w 到 vs 的 最 短路 径 vovivsvvsvs. 实际 上 , 根据 表 5-1 可 以 得 到 w 到 其 余 每 一 个 顶 
点 的 距离 和 最 短路 径 . 


2. 关键 路 径 问 题 


实施 一 个 项 目 ( 工 程 项 目 、 科 研 项 目 ,社会 活动 项 目 等 ), 特别 是 大 型 项 目 , 需要 把 它 划 
分 成 若干 个 活动 ( 子 项 目 或 工序 ). 有 些 活动 可 以 同时 进行 , 有 些 活 动 之 间 有 先后 顺序 , 一 
个 活动 必须 在 另外 一 些 活动 完成 之 后 才能 开始 . 每 项 活动 都 需要 一 定 的 完成 时 间 , 问 整个 
项 目的 完成 时 间 ( 即 工期 ) 是 多 少 ? 

例 5.4 某 项 目 由 12 个 活动 组 成 , 活动 之 间 的 先后 关系 和 完成 时 间 如 表 5-2 所 示 . 


表 5-2 

活动 次 || 蝇 -| | - 王 || 眉 F G H I K 
紧 前 活动 | 一 | 一 | 一 |A|IA|A,B|A,B|A,B| CH | DF E,I G,K 
时 间 ( 天 ) 各 4 4 4 6 1 


一 个 项 目 可 以 用 带 权 的 有 向 图 描述 , 称 作 项 目 网 络 图 . 在 项 目 网 络 图 中 , 边 表示 活动 ， 
边 的 权 是 该 活动 的 完成 时 间 , 边 之 间 的 邻接 关系 与 活动 之 间 的 前 后 顺序 一 致 . 项 目的 开始 
和 结束 、 活 动 的 开始 和 结束 称 作 事项 . 用 顶点 表示 事项 . 

例 5. 4 中 项 目的 项 目 网 络 图 如 图 5-15 所 示 . 顶点 1 是 始点 , 表示 这 个 项 目的 开始 . 顶 
点 8 是 终点 , 表示 整个 项 目 结束 . 边 旁 标的 字母 是 这 条 边 代 表 的 活动 , 数字 是 它 的 完成 时 
间 . 顶点 2 既 表 示 活 动 A 完成 , 又 表示 活动 D 和 下 的 开始 …… 

项 目 网 络 图 应 满足 下 述 条 件 . 

(1) 有 一 个 始点 和 一 个 终点 . 始点 的 人 度 为 0, 表示 项 目 开始 ; 终点 的 出 度 为 0, 表示 
项 目 结束 . 

(2) 任意 两 点 之 间 只 能 有 一 条 边 . 例如 , 活动 C 的 紧 前 活动 是 A 和 B, 不 能 画 成 图 5-16(a) 
的 样子 ,而 必须 引入 一 个 虚 活 动 ( 图 中 的 虚线 箭头 ) 画 成 图 5-16(b) 的 样子 , 虚 活 动 的 完成 
时 间 是 0. 在 图 5-15 中 顶点 2 到 3 的 箭头 是 虚 活 动 . 


图 5-15 图 5-16 
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(3) 没有 回路 . 


显然 ， ee 点 到 终点 的 最 长 路 径 的 长 度 . 项 目 网 
络 图 中 从 始点 到 终点 的 最 长 路 径 称 作 关 键 路 径 . 关键 路 径 上 的 活动 称 作 关键 活动 . 现在 的 
问题 是 如 何 求 关键 路 径 ? 

设 项 目 网 络 图 D= 二 二 V ,E,W 放 , 其 中 V= 二 {1,2,…,n}, 1 是 始点 , n 是 终点 . 对 每 个 事 
项 (顶点 ) 和 活动 ( 边 ) 定 义 下 述 时 间 . 

(1) 事项 i 的 最 早 开 始 时 间 ES(i): 事项 i 最 早 可 能 开始 的 时 间 , 即 从 始点 到 i 的 最 长 
路 径 的 长 度 . 

显然 , ES(C1) 一 0， 

ES(i)=max{ES(j))+w; |<j,i> EE}, i=2,3,",n 

整个 项 目的 完成 时 间 等 于 终点 的 最 早 开始 时 间 ES(n). 

(2) 事项 i 的 最 晚 完 成 时 间 LF (i): 在 不 影响 项 目 工期 的 条 件 下 , 事项 i 最 晚 必 须 完成 
的 时 间 . 

显然 , LF(n)= 二 ES(n)， 

LF()=min{LF()—w;|<i,j> EE}, i=n—1,n—2,",1. 

(3) 活动 过 i,j 记 的 最 早 开 始 时 间 ES(i,j): 活动 过 i,j 记 最 早 可 能 开始 的 时 间 . 

(4) 活动 二 i,j 记 的 最 早 完成 时 间 EF(i,j): 活动 二 i,j 记 最 早 可 能 完成 的 时 间 . 

(5) 活动 过 i,j 记 的 最 晚 开 始 时 间 LS(i,7) : 在 不 影响 项 目 工 期 的 条 件 下 , 活动 i,j 记 
最 晚 必须 开始 的 时 间 . 

(6) 活动 过 i,j 二 的 最 晚 完 成 时 间 LF(i,j): 在 不 影响 项 目 工期 的 条 件 下 , 活动 之 i,j 二 
最 晚 必须 完成 的 时 间 . 

(7) 活动 二 i,j 二 的 缓冲 时 间 SL(i,j): 活动 一 ij 全 的 最 晚 开始 时 间 与 最 早 开始 时 间 的 
差 , 也 等 于 活动 二 ;二 的 最 晚 完成 时 间 与 最 早 完成 时 间 的 差 . 

显然 , ESGi ,四 王 ES(GD)， EF(i,j))=ES(i)+w;， 

LF(i,j))=LF(j), LS(i,j))=LF(j)—w;y, 
SL(i,j)=LS(i,)—ES(i,j) =LF(i,j)—EF(i,). 

根据 上 述 公式 , 只 要 求 得 事项 的 最 早 开始 时 间 和 最 晚 完 成 时 间 , 就 可 以 得 到 活动 的 最 

早 开始 时 间 、 最 早 完成 时 间 、 最 晚 开 始 时 间 和 最 晚 完 成 时 间 以 及 缓冲 时 间 . 事项 的 最 早 开始 


时 间 可 以 从 始点 开始 按照 编号 的 顺序 逐个 求 得 , 而 最 晚 完成 时 间 要 从 终点 开始 按照 相反 的 
顺序 进行 计算 . 对 例 5.4 中 的 项 目 , 计算 如 下 : 
事项 的 最 早 开始 时 间 
ES(1) = 0; 
ES(2) = max{(0 十 1》 1; 
ES(3) = max(0 十 2,1 十 0)} = 2; 
ES(4) = max(0 十 3,2 十 2) = 4; 
ES(5) 三 和 ax 人 (1 十 3 十 外 三 85 
ES(6) 一 max{(2 十 4,8 十 1) 一 9; 
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FES(77 = maxft1 十 4,2 十 4} 三 6s 
ES(8) = max{9 十 1;6 十 6} = 12. 


事项 的 最 晚 完 成 时 间 
LF (vs) = 12; 
LF(v) = min{12—6} = 6; 
LF (ve) = min{12— 1} 
LF (vs) = min{ll—1} = 10; 
LF(w) = min{10—4} = 6; 
LF (vs) min{6—2,11— 4,6— 4} 2; 
LF (v,) min{2—0,10 一 3,6 一 4} 25 
LF (w) imint2—]2 = 二 256 一 3} 0. 
项 目的 总 工期 为 12 天 , 活动 的 相关 时 间 列 于 表 5-3 中 . 关键 活动 是 BF 和 J], 关键 路 
径 是 1 一 3 一 7 一 8. 


表 5-3 

活动 A B C D E F G H I J K I 
ES 0 0 0 1 | 2 2 2 4 6 8 9 
EF 1 2 3 5 4 6 6 4 8 12 9 10 
LS 1 0 3 2 7 7 4 6 6 10 11 
LF 2 6 6 10 6 位 6 10 12 让 12 
SL 1 0 3 1 6 0 5 2 2 0 2 2 


3. 着 色 问 题 


定义 5.16 设 无 向 图 G 无 环 , 对 G 的 每 个 顶点 涂 一 种 颜色 ,使 相 邻 的 顶点 涂 不 同 的 颜 
色 , 称 为 图 G 的 一 种 点 着 色 ,简称 着 色 . 若 能 用 种 颜色 给 G 的 顶点 着 色 , 则 称 G 是 k- 可 着 
色 的 . 

图 的 着 色 问 题 就 是 要 用 尽 可 能 少 的 颜色 给 图 着 色 . 图 5-17 中 给 出 各 图 的 着 色 , 不 难 验 
证 所 用 的 颜色 数 是 最 少 的 . 图 5-17(a) 和 图 5-17(b) 是 圈 , 长 度 为 偶数 的 圈 要 用 2 种 颜色 ， 
长 度 为 奇数 的 圈 要 用 3 种 颜色 . 图 5-17(c) 和 图 5-17(d) 是 轮 图 , 奇 阶 轮 图 要 用 3 种 颜色 ， 
偶 阶 轮 图 要 用 4 种 颜色 . 


1 2 1 1 2 1。 
2 1 2 3 DG DO 
2 1 2e 一 人 2 1 $Y 
(a) (b) (9 (d) 


图 5-17 


例 5.5 给 出 图 5-18 所 示 各 图 颜色 尽 可 能 少 的 着 色 . 
解 图 5-18(a) 可 以 用 两 种 颜色 着 色 , 显然 它 也 至 少 要 用 两 种 颜色 , 如 图 5-19(a) 所 
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示 . 图 5-18(b) 是 彼 德 森 图 , 里 面 的 5 个 顶点 是 一 个 圈 , 要 用 3 种 颜色 . 给 它们 着 色 后 , 不 
难 仍 用 这 3 种 颜色 给 外 面 的 5 个 顶点 着 色 , 如 图 5-19(b) 所 示 . 对 于 图 5-18(c), 先 用 3 种 
颜色 给 最 外 面 的 3 个 顶点 着 色 , 然后 仍 用 这 3 种 颜色 给 中 层 的 3 个 顶点 着 色 . 由 于 每 个 顶 
点 都 与 最 外 面 的 2 个 顶点 相 邻 , 故 着 色 的 方法 是 唯一 的 . 最 后 ,最 里 面 的 顶点 由 于 与 中 层 
的 3 个 顶点 相 邻 , 必须 用 第 4 种 颜色 着 色 , 如 图 5-19(c) 所 示 . 


交角 人 回 址 
人 (b) (9 有 四 


图 5-18 


A 


:和 


(9) 


图 5-19 


图 着 色 问 题 有 着 广泛 的 应 用 . 当 人 们 试图 在 有 冲突 的 情况 下 分 配 资源 时 , 就 会 自然 地 
产生 这 个 问题 . 例如 ,及 项 工作 , 每 项 工作 需要 一 天 的 时 间 完 成 有 些 工作 由 于 需要 相 
同 的 人 员 或 设备 不 能 同时 进行 , 问 至 少 需 要 几 天 才能 完成 所 有 的 工作 ? 用 图 描述 如 下 : 用 
顶点 表示 工作 , 如 果 两 项 工作 不 能 同时 进行 就 用 一 条 边 连接 对 应 的 顶点 . 工作 的 时 间 安 排 
对 应 于 这 个 图 的 点 着 色 : 着 同一 种 颜色 的 顶点 对 应 的 工作 可 以 安排 在 同一 天 ,所 需 的 最 少 
天 数 正 好 是 这 个 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜色 数 

又 如 ,计算 机 有 A 个 寄存 器 , 现 正 在 编译 一 个 程序 , 要 给 每 一 个 变量 分 配 一 个 寄存 器 . 
如 果 两 个 变量 要 在 同一 时 刻 使 用 , 则 不 能 把 它们 分 配给 同一 个 寄存 器 . 我 们 构造 一 个 图 ， 
每 一 个 变量 是 一 个 顶点 , 如 果 两 个 变量 要 在 同一 时 刻 使 用 , 则 用 一 条 边 连接 这 两 个 变量 . 
于 是 , 这 个 图 的 -着 色 对 应 给 变量 分 配 寄存 器 的 一 种 安全 方式 : 给 着 同一 种 颜色 的 变量 分 
配 同一 个 寄存 器 . 

还 有 一 个 应 用 是 无 线 交 换 设备 的 波长 分 配 . 有 台 设 备 和 k 个 发 射 波长 , 要 给 每 一 台 
设备 分 配 一 个 波长 . 如 果 两 台 设备 靠 得 太 近 , 则 不 能 给 它们 分 配 相同 的 波长 ,以 防止 干扰 . 
以 设备 为 顶点 构造 一 个 图 , 如 果 两 台 设 备 靠 得 太 近 , 则 用 一 条 边 连 接 它们 . 于 是 , 这 个 图 
的 &- 着 色 给 出 一 个 波长 分 配方 案 : 给 着 同一 种 颜色 的 设备 分 配 同 一 个 波长 . 

例 5.6 学 校 的 学 生 会 下 设 6 个 委员 会 委员 会 的 成 员 如 下 : 第 一 委员 会 ={ 张 , 李 ， 
王 ), 第 二 委员 会 ={ 李 , 赵 , 刘 ), 第 三 委员 会 ={ 张 , 刘 , 王 ), 第 四 委员 会 一 { 赵 , 刘 , 孙 }， 
第 五 委员 会 一 { 张 , 王 ), 第 六 委员 会 一 { 李 , 刘 , 王 }. 每 个 月 每 个 委员 会 都 要 开 一 次 会 , 为 
了 确保 每 个 人 都 能 参加 他 所 在 的 委员 会 会 议 , 这 6 个 会 议 至 少 需要 安排 在 几 个 不 同 的 时 
间 段 ? 

解 用 顶点 ,vs，… ,vs 分 别 代表 第 一 委员 会 , 第 二 委员 会 ， 
…， 第 六 委员 会 ,2 个 顶点 之 间 有 一 条 边 当 且 仅 当 它 们 代表 的 委 
员 会 成 员 中 有 共同 的 人 , 如 图 5-20 所 示 . 该 图 可 以 用 4 种 颜色 着 
色 , 如 图 所 示 , 顶点 圆圈 内 的 数字 代表 颜色 . 也 不 难看 出 至 少 要 
用 4 种 颜色 ,muwm'us 构成 一 个 三 角形 , 必须 用 3 种 颜色 , vw 与 
这 3 个 顶点 都 关联 , 必须 再 用 一 种 新 的 颜色 . 着 同一 种 颜色 的 顶 
点 代表 的 委员 会 会 议 可 以 安排 在 同一 时 间 段 ,而 不 同 颜色 的 顶点 


代表 的 委员 会 会 议 必须 安排 在 不 同 的 时 间 段 . 故 这 6 个 会 议 至 少 要 安排 在 4 个 不 同 的 时 间 
段 , 其 中 第 一 委员 会 和 第 四 委员 会 , 第 二 委员 会 和 第 五 委员 会 的 会 议 可 以 安排 在 同一 时 
间 段 . 


5.5 题 例 分 析 


例 5.7 一 例 5. 9 为 选择 题 

例 5.7 给 定 下 列 各 图 : 

(1) Gi=(V,E), 其 中 V={a,b,csd,e} ,El={(a,6),(b,c), (cd), (aye)); 

(2) Gs=(V ,By 其 中 Eo={(ayb),(bre) slesb) (ave)s (dye)}s 

(3) Gs 二 (V ,Es), 其 中 Es={(a,6),(b,e),(e,d), cc)); 

(4) Di 一 (V, BE ,其 中 囊 王 ((a,b), (cy ca asd) da (de)); 

(5) Ds==(V,Es), 其 中 Es={(a,b),(a,b),(byc),《csd),(d,e)}); 

(6) Ds。==(V,Es), 其 中 Es={(a,a),(a,b),(b,c),(esc),(e,d)}. 

在 以 上 6 个 图 中 ,| 人 A 为 简单 图 ,|B| 为 多 重 图 

供 选 择 的 答案 

A Ds © GORA A DDD A DA 

B: @ (2),(4),(5); @ (2),(5); @ (4),(5) 

答案 A: @; B: @. 

分 析 “ 先 画 出 6 个 图 的 图 形 , 如 图 5-21 所 示 ,再 根据 简单 图 与 多 重 图 的 定义 即 可 解答 

注意 ,图 5-21 中 ,Gs( 图 5-21(b)) 中 (6,e) 和 (e,b) 是 平行 边 , D; (图 5-21(e)) 中 的 (< ,0》 
和 4a,0) 是 平行 边 ,而 D, (图 5-21(d)) 中 的 (a,d) 和 (4d,a) 不 是 平行 边 . 


a a a a a 
了 Wy Ng i b 
oe 9 © 4 © 4 c 4 ec 
(a) (b) (© (d) (© 


图 5-21 


例 5.8 给 定 下 列 各 序列 : 
Cy C2 
Cay Ci Ss 
C3 CL LoD Ds 
(0 C0 Ls 833 
《BC ddd 


以 上 5 个 序列 中 ,|A| 可 以 构成 无 向 简单 图 的 度数 序列 
供 选 择 的 答案 


A DD Ds DODD @ (DA @ (M5. 
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答案 A: @. 

分 析 (2)、(5) 中 各 有 3 个 奇数 ,根据 握手 定理 的 推论 ,(2)、(5) 不 能 构成 图 的 度数 序 
列 , 更 构 不 成 简单 图 的 度数 序列 . 其 余 的 序列 中 都 有 偶数 个 奇数 ,都 可 以 构成 图 的 度数 序列 . 
但 (4) 不 能 构成 简单 图 的 度数 序列 . 假设 不 然 , 存在 简单 图 G 的 5 个 顶点 mm ,wm ,us 的 度 
数 分 别 为 0、1、3、3、3. 由 于 d&(u) 王 0, 所 以 vs 、vs、vs、vs 都 不 与 vi 相 邻 ,又 由 于 dv ) 王 1， 
所 以 mw 、w ws 中 只 能 有 1 个 顶点 与 v。 相 邻 ,不 妨 设 vs 是 与 ww 相 邻 . 于 是 w 、.v 都 不 与 v1、 
vs 相 邻 ,也 就 是 说 ,ww 只 能 与 v 及 vs 相 邻 , vs 只 能 与 ww 及 v, 相 邻 . 由 于 G 为 简单 图 , 无 
平行 边 与 环 , 故 w .vs 的 度数 至 多 为 2, 这 与 它们 的 度 均 为 3 矛盾 . 所 以 ,(4) 不 能 构成 简单 
图 的 度数 序列 . (1)、(3) 可 以 成 为 简单 图 的 度数 序列 ,不 难 给 出 以 (1)、(3 ) 为 度数 序列 的 简 
单 图 . 

例 5.9 完全 图 Ks 的 所 有 非 同 构 的 生成 子 图 中 ,0 条 边 的 有 |A| 个 , 1 条 边 的 有 |B| 个 ,2 
条 边 的 有 |C| 个 , 3 条 边 的 有 |DI 个 , 4 条 边 的 有 |E| 个 , 5 条 边 的 有 | 个 , 6 条 边 的 有 |G| 个 . 

供 选择 的 答案 

A, B, C,D,E,F,G:0O0oOolQ@2Q@3@4:@5. 

答案 A: ©; B: ©; C: ©®; D: 外 ; Es ®; F: ©; G: ©@: 

分 析 夯 出 K, 的 所 有 非 同 构 的 生成 子 图 , 如 图 5-22 所 示 . 


5 
Ls 4 
pa 


(a) (b) (©) (d) (e) (人 (g) 
图 5-22 


图 5-22(a) 一 图 5-22(g) 分 别 有 0,1,…,6 条 边 . 


例 5.10 设 CG 为 9 阶 无 向 图 ,每 个 顶点 的 度数 不 是 5 就 是 6, 证 明 G 中 至 少 有 5 个 6 度 
顶点 或 至 少 有 6 个 5 度 顶 点 . 

证 方法 1: 穷 举 法 . 

由 握手 定理 的 推论 可 知 ,5 度 顶 点 的 个 数 必 为 偶数 . 设 (i,9 一 让 表示 i 个 5 度 顶点 ,9 一 i 


个 6 度 顶 点 ,i 只 能 取 值 0.2、4、6、8 这 5 种 情况 ,(i,9 一 2 的 5 种 取 值 情况 为 @ (0,9); 
@ (2,7); @ (4,5); @ (6,3); @ (8,1). O.@.\@ 中 至 少 有 5 个 6 度 , 而 @、@ 中 至 少 有 
6 个 5 度 顶点 . 

方法 2: 反 证 法 . 

假设 G 至 多 有 4 个 6 度 顶点 ,并 且 至 多 有 5 个 5 度 顶点 ,由 握手 定理 推论 可 知 , 不 可 能 
有 5 个 5 度 顶点 ,于 是 又 至 多 有 4 个 5 度 顶点 ,这 样 一 来 G 至 多 有 8 个 顶点 ,这 与 G 为 9 阶 
图 矛盾 . 
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无 论 是 方法 1, 还 是 方法 2, 证 明 的 关键 是 握手 定理 的 推论 . 

例 5.11 设 Gi 与 G, 均 为 无 向 简单 图 ,证 明 : Gi 实 G, 当 且 仅 当 G 兰 G; ,其 中 Gi、G; 分 
别 为 G; 与 G; 的 补 图 . 

证 证 明 本 题 主要 使 用 图 同 构 的 定义 和 补 图 的 定义 . 设 G = 二 Vi, 已 二 , 则 G;= 
<Vi,E;>, 其 中 E={(u,v)|u,v€EV; (uv) FE,), i=1,2. 

先 证 必要 性 (由 G1 实 G; ,证 明 G 守 G;). 

因为 G1 实 G; ,所 以 存在 双 射 函数 f: Vi 一 V, ,使 得 Vu,vE€Vi， 

(u,v) EEISO(f(u),f(v)) EE, 


于 是 , Yu,v€EVi， 
(uv) ¢ ES(f(u) ,fv)) ¢E,. 
从 而 ， 
(uv) E 巨 ,全 (Fo) ,fv)) EE,. 

所 以 ,G, 人 人. 

由 于 G 与 G 互 为 补 图 , 即 G=G. 根据 上 面 的 证 明 , 由 G, 实 Gs, 可 推出 G1 实 G; ,得 证 
充分 性 . 

例 5.12 画 出 5 阶 7 条 边 的 所 有 非 同 构 的 无 向 简单 图 . 

解 ”直接 画 出 5 阶 7 条 边 的 所 有 非 同 构 的 无 向 简单 图 不 是 一 件 容易 的 事情 . 5 阶 7 条 
边 的 无 向 简单 图 都 是 Ks 的 子 图 ,它们 的 补 图 是 5 阶 3 条 边 的 开 : 的 子 图 ,而 Ks 的 3 条 边 的 
所 有 非 同 构 的 子 图 是 比较 容易 画 出 的 . 由 例 5. 11 可 知 , Ks 的 7 条 边 的 非 同 构 的 子 图 与 3 
条 边 的 非 同 构 的 子 图 一 一 对 应 . 只 要 画 出 Ks 的 3 条 边 的 非 同 构 子 图 ,它们 各 自 的 补 图 就 是 
所 有 非 同 构 的 7 条 边 的 子 图 . 

由 握手 定理 及 简单 图 的 定义 可 知 ,3 条 边 的 图 的 总 度数 为 6, 把 6 度 分 配给 5 个 顶点 且 
顶点 度数 都 不 超过 4, 有 且 仅 有 8 种 可 能 . 

生计 和 

《的 

C3 0 Ls Ls Ls 

De 

(5) 0, 0, 1,» 

(6) 0，0，0 

dh 

C8 0 0 Os 2S, 

可 以 证 明 后 4 个 不 是 简单 图 的 度数 序列 , 前 4 个 中 每 一 个 对 应 一 个 非 同 构 的 图 . 于 是 ， 
Ks 的 3 条 边 非 同 构 子 图 共有 4 个 ,如 图 5-23 所 示 . 它们 的 补 图 就 是 Ks 的 7 条 边 的 所 有 非 
同 构 的 子 图 ,如 图 5-24 所 示 . 

例 5.13 设 e==(u,v) 为 无 向 简单 连通 图 G 中 的 一 条 边 ,证 明 : e 为 G 中 的 桥 ( 割 边 ) 当 
且 仅 当 e 不 在 G 的 任何 圈 中 . 

证 证 明 本 题 主 要 使 用 桥 的 定义 及 圈 的 下 述 性 质 : 删除 圈 上 的 任意 一 条 边 ,都 不 破坏 
图 的 连通 性 . 
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1，2 
2, 2 
1,3 
2 2. 
2,3 
，3，3 
1, 4 


日 
, 


。 
oe 
(b) (©) (d) 


(a) 


图 5-23 
(a) (b) (0) (d) 
图 5-24 


先 证 必要 性 . 采用 反 证 法 . 假设 桥 e 二 (u,v) 在 某 个 圈 上 ,删除 e 后 ,w 到 w 仍 有 通路 , 因 


而 G-e 仍 连 通 ,这 与 e 为 G 中 的 桥 矛盾 . 


再 证 充分 性 . 仍 使 用 反 证 法 . 假设 不 是 桥 , 则 G-e 仍 连通 ,因而 。 的 端点 到 wv 在 


G-e 中 有 通路 . 此 通路 与 e 构 成 G 中 的 一 个 圈 , 这 与 。 不 在 任何 圈 中 相 矛 盾 . 


其 实 ,将 简单 与 连通 的 条 件 去 掉 ,命题 仍然 成 立 . 
习题 


5.1 下 列 各 组 数 中 ,哪些 能 构成 无 向 图 的 度数 列 ? 哪些 能 构成 无 向 简单 图 的 度数 列 ? 
《了 23 

CD 

C3 33 

(C4) 1253， 4 55 

(By Ld 

5.2 设 有 向 简单 图 D 的 度数 列 为 2,2.3.3, 入 度 列 为 0,0,2,3, 试 求 卫 的 出 度 列 . 
5.3 设 DD 是 4 阶 有 向 简单 图 ,度数 列 为 3,3,3,3. 它 的 入 度 列 (或 出 度 列 ) 能 为 1,1,1， 


1 吗 ? 


无 向 


补 图 


5.4 设 (di,ds,…,d,) 为 一 正 整 数 序 列 ,di,d;,…,d, 互 不 相同 , 问 此 序列 能 构成 a 阶 
简单 图 的 度数 序列 吗 ? 为 什么 ? 

5.5 下 面 各 无 向 图 中 有 几 个 顶点 ? 

(1) 16 条 边 ,每 个 顶点 都 是 2 度 顶点 . 

(2) 21 条 边 ,3 个 4 度 顶 点 ,其 余 的 都 是 3 度 顶 点 . 

(3) 24 条 边 ,各 顶点 的 度数 是 相同 的 . 

5.6 35 条 边 , 每 个 顶点 的 度数 至 少 为 3 的 图 最 多 有 几 个 顶点 ? 

5.7 设 n 阶 无 向 简单 图 G 中 ,6(G)==n 一 1, 问 A(G) 应 为 多 少 ? 

5.8 一 个 n(n 三 2) 阶 无 向 简单 图 G 中 ,n 为 奇数 ,已 知 G 中 有 > 个 奇 度数 顶点 , 问 G 的 
G 中 有 几 个 奇 度 顶 点 ? 


3 


5.9 设 DD 是 n 阶 有 向 简单 图 ,D' 是 D 的 子 图 ,已 知 D 的 边 数 zz 一 zz 一 1), 问 了 的 边 
数 mm 为 多 少 ? 

5.10 画 出 Ks 的 所 有 非 同 构 的 子 图 ,其 中 有 几 个 是 生成 子 图 ?生成 子 图 中 有 几 个 是 
连通 图 ? 

5.11 设 G 为 n 阶 简单 图 (无 向 图 或 有 向 图 ),G 为 G 的 补 图 . 若 G 兰 G, 则 称 G 为 自 补 
图 . K, 的 生成 子 图 中 有 几 个 非 同 构 的 自 补 图 ? 

5.12 面 出 3 阶 有 向 完全 图 所 有 非 同 构 的 子 图 , 问 其 中 有 几 个 是 生成 子 图 ?生成 子 图 
中 有 几 个 是 自 补 图 ? 

5.13 设 G、Gs、G; 均 为 4 阶 无 向 简单 图 ,它们 均 有 两 条 边 , 它 们 能 彼此 均 非 同 构 吗 ? 
为 什么 ? 

5.14 已 知 n 阶 无 向 图 G 中 有 m 条 边 ,各 顶点 的 度数 均 为 3. 又 已 知 2n 一 3 二 m, 问 在 同 
构 的 意义 下 ,G 是 唯一 的 吗 ? 若 G 为 简单 图 ,是 否 唯一 ? 

5.15 在 K。 的 边 上 涂 上 红色 或 蓝 色 . 证明 对 于 任意 一 种 随意 的 涂 法 ,总 存在 红色 K， 
或 蓝 色 K;. 

5.16 试 寻找 3 个 4 阶 有 向 简单 图 D,、D;、D; ,使 得 D, 为 强 连通 图 ;D; 为 单 向 连通 
图 ,但 不 是 强 连通 图 ;而 D: 是 弱 连 通 图 ,但 不 是 单 向 连通 图 ,更 不 是 强 连 通 图 . 

5.17 设 V 和 E' 分 别 为 无 向 连通 图 G 的 点 割 集 和 边 割 集 . GE "的 连通 分 支 个 数 一 定 
为 几 ? G-V“ 的 连通 分 支 数 也 是 定数 吗 ? 

5.18 有 向 图 D 如 图 5-25 所 示 . 求 D 中 在 定义 意义 下 长 度 为 4 的 通路 总 数 ,并 指出 其 
中 有 多 少 条 是 回路 ? 又 有 几 条 是 w 到 v 的 通路 ? 

5.19 求 图 5-26 中 从 2 到 其 余 各 顶点 的 最 短路 径 和 距离 . 


轨 邮 


图 5-25 


5.20 某 工程 项 目 有 13 个 工序 , 工序 之 间 的 关系 和 完成 时 间 如 表 5-4 所 示 . 
表 5-4 


工序 A B C D E F G H I | K L M 
紧 前 工序 | 一 | 一 | 一 |A|A,B|A,B | A,B| CG |D,E,F|D,E|D,E|H,J| LIL 
时 间 ( 天 ) | 3 2 4 4 4 4 2 5 3 3 6 1 1 


(1) 画 出 项 目 网 络 图 . 
(2) 求 各 工序 的 最 早 开始 时 间 、 最 早 完 成 时 间 、 最 晚 开 始 时 间 、 最 晚 完成 时 间 及 缓冲 
时 间 . 
(3) 求 关键 路 径 、 关 键 工序 及 项 目的 工期 . 
138 ， 


5.21 计算 机 系 期 末 要 安排 7 门 公共 课 的 考试 , 课程 编号 为 1 到 7. 下 列 每 一 对 课程 
有 学 生 同 时 选修 :1 和 2,1 和 3,1 和 4,1 和 7,2 和 3,2 和 4,2 和 5,2 和 7,3 和 4, 3 和 
6,3 和 7,4 和 5,4 和 6,5 和 6,5 和 7,6 和 7. 这 ?7 门 课 的 考试 至 少 要 安排 在 几 个 不 同 的 
时 间 段 ? 给 出 一 个 安排 方案 . 

5.22 假设 两 家 电视 台 相 距 不 超过 150 千 米 就 不 能 使 用 相同 的 频率 , 表 5-5 列 出 6 家 
电视 台 之 间 的 距离 , 它们 至 少 需要 使 用 多 少 不 同 的 频率 ? 如 何 分 配 ? 


表 5-5 


题 5. 23 一 题 5. 25 的 要 求 是 从 供 选 择 的 答案 中 选 出 应 填 入 叙述 中 的 方 框 | | 内 的 正确 


5.23 设 n 阶 图 G 中 有 wm 条 边 ,每 个 顶点 的 度 不 是 就 是 k 十 1, 若 G 中 有 NN, 个 & 度 
顶点 ,Nani 个 (十 1) 度 顶点 , 则 Ni 为 |Al. 


供 选 择 的 答案 
A: On/2; @ nk; @ nki+1); @ nki+1)—2m; © n(k+1)—m. 


5.24 在 图 5-27 的 5 个 图 中 [A| 是 自 补 图 . 关于 自 补 图 的 定义 见 5. 11 题 . 


YINWYIIYT 


图 5-27 


供 选 择 的 答案 
A: OD (a), (b); ©® (0), (d); @ (a), (cc); @ (b), (e). 


5.25 在 图 5-28 所 示 的 6 个 图 中 , 强 连通 图 为 |A|, 单 向 连通 图 为 |B|. 
a b a b a b a b a b a b 
d cd c dd 8 - 语 d e d e d 
(a) (b) (c) (e) (f) 


图 5-28 


供 选 择 的 答案 
A, B: © (a),(b),(c); © (d),(e),(f); ® (a),(b),(d),(e),(f); @ (a), Ce),(f). 
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6.1 二 部 


本 节 讨 论 的 图 均 为 无 向 图 . 

定义 6.1 若 能 将 无 向 图 G 二 (V,E) 的 顶点 集 V 划分 成 两 个 不 相交 的 非 空子 集 V， 和 
V: ,使 得 G 中 任何 一 条 边 的 两 个 端点 一 个 属于 Vi, 另 一 个 属于 Vi, 则 称 G 为 二 部 图 (也 称 为 
偶 图 ). Vi Vs 称 为 互补 顶点 子 集 ,此 时 可 将 G 记 成 G= (Vi,V,,E). 

若 Vi 中 每 一 个 顶点 与 V; 中 每 一 个 顶点 均 有 且 仅 有 一 条 边 相 关联 , 则 称 二 部 图 G 为 完 
全 二 部 图 (或 完全 偶 图 ). 当 |Vi|==n,|V;|==m 时 ,完全 二 部 图 G 记 为 天 。. 

在 图 6-1 中 ,图 6-1(a) 是 二 部 图 , 可 以 把 它 画 成 图 6-1(b) 的 样子 . 图 6-1(a) 和 图 6-1(b) 同 
构 . 通常 都 把 二 部 图 画 成 图 6-1(b) 的 样子 , 把 互补 顶点 子 集 分 列 两 行 . 图 6-1(c) 和 图 6-1(d) 
是 K,,s， 图 6-1(e) 和 图 6-1(fD) 是 K;,. 

给 定 一 个 图 ,判断 它 是 否 为 二 部 图 ,有 下 面 的 定理 . 

定理 6.1 一 个 无 向 图 G=(V,E) 是 二 部 图 当 且 仅 当 G 中 没有 长 度 为 奇数 的 回路 . 

例如 , 图 6-2 不 是 二 部 图 , 因为 它 含 有 三 角形 , 即 长 度 为 3 的 回路 . 


W 出 和 外 约 册 《人 


图 6-1 图 6-2 


定义 6.2 设 G=(V,E) 为 无 向 图 ,MCSE, 若 M 中 任意 两 条 边 均 不 相 邻 , 则 称 M 为 G 
中 的 匹配 . 若 在 M 中 再 加 入 任何 1 条 边 就 都 不 是 匹配 了 , 则 称 M 为 极 大 匹配 . 边 数 最 多 的 
匹配 称 为 最 大 匹配 ,最 大 匹配 中 边 的 条 数 称 为 G 的 匹配 数 , 记 为 B.(G), 简 记 为 B. 

设 M 为 G 中 一 个 匹配 , vcEV(G), 若 存在 M 中 的 边 与 v 关联 , 则 称 v 为 M 饱和 点 , 否 
则 称 wv 为 M 非 饱和 点 . 若 G 中 每 个 顶点 都 是 M 饱和 点 , 则 称 M 为 完美 匹配 . 

显然 , 最 大 匹配 是 极 大 匹配 , 但 反之 不 真 . 在 图 6-3(a) 中 ,{e1)、{eiser)、{es)、{essee} 
等 都 是 图 中 的 匹配 ,其 中 {es)、{ei,er}、{es ,eo) 是 极 大 匹配 , {ej, eri})、{e4s,es) 是 最 大 匹配 , 匹 
配 数 二 2. 图 中 有 奇数 个 顶点 , 显然 不 存在 完美 匹配 . 在 图 6-3(b) 中 ,{es,es)、{es,es)、 
{eserser}、{ezs ,es ses} 都 是 极 大 匹配 ,其 中 {ei ,er ,es)、{es ,ess,ee}) 是 最 大 匹配 ,同时 也 是 完美 
匹配 ,匹配 数 为 3. 

定义 6.3 设 G 一 (Vi,V: ,下 为 一 个 二 部 图 ,|V | 委 |V: | ,M 为 G 中 一 个 最 大 匹配 , 若 
MI 一 | | , 则 称 M 为 G 中 Vi 到 Vs 的 完备 匹配 . 

当 |V|=|V:| 时 , 完备 匹配 是 完美 匹配 . 
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(b) C> 
图 6-3 图 6-4 


在 图 6-4 中 ,{ei,es) 为 G1 中 的 最 大 匹配 ,G 中 不 存在 完备 匹配 ,更 无 完美 匹配 . G， 
中 , {ei ,es ,es } 为 完备 匹配 ,但 G 中 无 完美 匹配 . 在 Gs 中 ,{ei,es,es) 为 完备 匹配 ,同时 是 完 
美 匹配 . 

下 述 定理 给 出 存在 完备 匹配 的 充分 必要 条 件 . 

定理 6.2(Hall 定理 ) 设 二 部 图 G==(Vi ,Vi,E),|Vi| 志 |Vi|,G 中 存在 从 Vi 到 的 
完备 匹配 当 且 仅 当 Vi 中 任意 个 顶点 至 少 邻 接 V, 中 的 & 个 顶点 . 

由 Hall 定理 容易 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 6.3 设 二 部 图 G 二 (Vi,V;,E) ,如 果 存 在 :0 使 得 : 

(1) Vi 中 每 个 顶点 至 少 关联 1 条 边 ; 

(2) Vs 中 每 个 顶点 至 多 关联 1 条 边 . 

则 G 中 存在 Vi 到 Vs 的 完备 匹配 . 

证 明 ”由 条 件 (1) 可 知 ,Vi 中 任意 & 个 顶点 至 少 关联 kt 条 边 . 由 条 件 (2) ,这 kt 条 边 至 
少 关联 V， 中 的 个 顶点 , 即 Vi 中 任意 个 顶点 至 少 邻 接 V， 中 的 & 个 顶点 . 由 Hall 定理 ， 
G 中 存在 Vi 到 V 的 完备 匹配 . 国 

Hall 定理 中 的 条 件 称 为 相 异 性 条 件 ,定理 6. 3 中 的 条 件 称 为 上 条 件 . 满足 1 条件 的 二 部 
图 一 定 满足 相 异 性 条 件 , 但 满足 相 异 性 条 件 不 一 定 满足 1 条件 . 相 异 性 条 件 是 二 部 图 存在 
完美 匹配 的 充分 必要 条 件 , 而 上 条 件 只 是 充分 条 件 , 不 是 必要 条 件 . 

例 6.1 某 中 学 有 3 个 课外 小 组 : 物理 组 ,化 学 组 .生物 组 . 今 有 张 . 王 、 李 、 赵 、 陈 5 名 同 
学 . 车 已 知 : 

(1) 张 \ 王 为 物理 组 成 员 , 张 李 , 赵 为 化 学 组 成 员 , 李 、 赵 、 陈 为 生物 组 成 员 ; 

(2) 张 为 物理 组 成 员 , 王 、 李 、 赵 为 化 学 组 成 员 , 王 、 李 、 赵 、 陈 为 生物 组 成 员 ; 

(3) 张 为 物理 组 和 化 学 组 成 员 , 王 、 李 、 赵 、 陈 为 生物 组 成 员 . 

问 在 以 上 3 种 情况 下 能 否 各 选 出 3 名 不 兼任 的 组 长 ? 

解 设 vwi、v、vs、v、vs 分 别 表 示 张 \ 王 、 李 、 赵 、 陈 . ui 、us 、us 分 别 表示 物理 组 .化 学 组 、 
生物 组 .在 3 种 情况 下 作 二 部 图 分 别 记 为 G1 、G; 、G; ,如 图 6-5 所 示 . 

Gi 满足 :一 2 的 t 条件, 所 以 存在 从 本 二 {wywwzsus) 到 Vs 二 {vi ,vz ,vs ,vs ,vs} 的 完备 匹 
配 , 图 6-5 中 粗 边 所 示 的 匹配 就 是 其 中 的 一 个 , 即 选 张 为 物理 组 组 长 . 李 为 化 学 组 组 长 . 赵 为 
生物 组 组 长 . 

G 满足 相 异 性 条 件 , 也 存在 完备 匹配 ,图 6-5 中 粗 边 所 示 匹 配 就 是 其 中 的 一 个 完备 匹 
配 . 注意 , Gs 不 满足 1 条 件 . 

Gs 不 满足 相 异 性 条 件 ,因而 不 存在 完备 匹配 , 故 选 不 出 3 名 不 兼任 的 组 长 . 
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图 6-5 
6.2 欧 拉 图 


18 世纪 中 叶 在 欧洲 普鲁士 的 哥 尼 斯 堡 城内 有 一 条 贯穿 全 市 的 普 雷 格 尔 河 ,河中 有 两 个 
小 岛 ,由 七 座 桥 相 连接 (如 图 6-6(a) 所 示 ). 当时 该 城市 中 的 人 们 热衷 于 一 个 难题 : 一 个 人 
怎样 不 重复 地 走 完 七 座 桥 , 最 后 回 到 出 发 地 点 ? 这 就 是 所 谓 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 . 很 长 时 
间 没 有 人 能 解决 这 个 难题 . 1736 年 ,瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler) 发 表 论文 , 用 4 个 点 分 别 表示 
两 个 小 岛 和 两 岸 , 用 连接 两 点 的 线段 表示 桥 , 如 图 6-6(b) 所 示 . 于 是 , 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 就 
是 问 这 个 图 是 否 有 一 条 回路 经 过 每 一 条 边 且 每 一 条 边 只 经 过 一 次 ? i et 
拉 回 路 . 欧 拉 在 这 篇 论文 中 证 明了 下 面 的 定理 6.4, 从 而 解决 了 这 个 难题 . 这 篇 论文 现在 
被 公认 为 是 第 一 篇 关于 图 论 的 论文 . 


Ye 1 
7 
RD {> 


图 6-6 


定义 6.4 经 过 图 (无 向 图 或 有 向 图 ) 中 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 并 且 行 遍 图 中 每 个 顶点 的 
回路 (通路 ) , 称 为 欧 拉 回 路 ( 欧 拉 通路 ). 存在 欧 拉 回 路 的 图 , 称 为 欧 拉 图 . 

下 面 给 出 是 否 存 在 欧 拉 通路 和 回路 的 判别 法 . 

定理 6.4 无 向 图 G 有 了 网 拉 回 路 , 当 且 仅 当 G 是 连通 图 且 无 奇 度 顶 点 . 无 向 图 G 有 欧 
拉 通 路 ,但 无 欧 拉 回路 , 当 且 仅 当 G 是 连通 图 且 恰好 有 两 个 奇 度 顶点 . 这 两 个 奇 度 顶点 是 欧 
拉 通 路 的 端点 . 

定理 6.5 有 向 图 D 有 欧 拉 回路 , 当 且 仪 当 DD 是 连通 的 且 每 个 顶点 的 入 度 等 于 出 度 . 
有 向 图 D 有 了 欧 拉 通路 、 但 无 欧 拉 回路 , 当 且 仅 当 DD 是 连通 的 , 且 除 了 两 个 顶点 外 ,其 余 顶 点 
的 入 度 均 等 于 出 度 . 这 和 一 全 于 成 的 人 度 出 出 度 入 男 一 个 顶点 的 入 度 
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上 述 两 个 定理 中 的 必要 条 件 是 显然 的 . 若 无 向 图 中 有 一 条 欧 拉 回路 , 对 任意 一 个 顶 
点 , 沿 着 这 条 欧 拉 回路 每 次 经 过 这 个 顶点 是 都 是 一 进 一 出 , 正好 2 度 , 故 这 个 顶点 的 度数 必 
为 偶数 . 其 余 与 此 类 似 . 充分 性 证 明 略 去 . 

6-6(b) 中 的 4 个 顶点 的 度数 都 是 奇数 , 故 不 存在 欧 拉 回路 , 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 无 
解 , 任何 人 都 不 可 能 不 重复 地 走 完 七 座 桥 , 最 后 回 到 出 发 地 点 . 

例 6.2 判断 图 6-7 中 的 各 图 是 否 有 欧 拉 回路 和 欧 拉 通路 . 


Ds 2 
(a) (b) (0) (d) (e) (D) 


图 6-7 


解 ”根据 定理 6.4, 图 6-7(a) 的 4 个 顶点 都 是 奇 度 顶 点 , 无 欧 拉 通路 ,更 无 欧 拉 回路 . 
图 6-7(b) 有 2 个 奇 度 顶 点 和 2 个 偶 度 顶点 , 存在 欧 拉 通路 ,但 不 存在 欧 拉 回路 . 图 6-7(c) 中 没 
有 奇 度 顶点 , 存在 欧 拉 回路 ,当然 更 有 欧 拉 通 路 . 图 6-7(c) 是 欧 拉 图 , 图 6-7(a) 和 图 6-7(b) 
都 不 是 欧 拉 图 . 

同样 ,由 定理 6. 5 不 难看 到 , 图 6-7(d) 既 无 欧 拉 回路 ,也 无 欧 拉 通 路 . 图 6-7(e) 中 存在 
欧 拉 通 路 ,但 无 欧 拉 回路 . 图 6-7(1) 中 存在 欧 拉 回 路 ,当然 也 存在 欧 拉 通 路 , 图 6-7(f) 是 欧 
拉 图 , 图 6-7(d) 和 图 6-7(e) 都 不 是 欧 拉 图 . 

例 6.3 设 旋 转 磁 鼓 分 成 8 个 扇 区 , 每 个 扁 区 标记 一 个 0 或 1, 有 3 个 探测 器 能 够 读 出 
连续 的 3 个 扇 区 的 标记 . 现在 的 问题 是 : 如 何 赋 给 扇 区 的 标记 , 使 得 能 够 根据 探测 器 的 读 
数 确定 磁 鼓 的 位 置 . 例如 ,对 图 6-8(a) 中 给 出 的 000 
标记 ,现在 的 读数 是 110, 旋转 一 次 后 读数 为 
101，, 再 旋转 度数 为 011, 再 旋转 读数 又 回 到 110. KAN ， 
这 样 2 个 不 同位 置 的 读数 相同 , 无 法 根据 读数 来 CY" 
区 分 . 为 了 能 够 根据 读数 确定 磁 鼓 的 位 置 , 必须 I 
构造 一 个 由 8 个 0 和 1 组 成 的 圆 环 , 使 得 圆 环 上 
连续 3 个 数字 的 序列 都 不 相同 . @ 

为 此 , 构造 一 个 4 阶 有 向 图 , 4 个 顶点 分 别 叫 图 68 

做 00, 01, 10 和 11. 从 ab 到 bc 有 一 条 有 向 边 ， 
并 在 这 条 边 上 标记 abc， 即 删 去 ab 中 第 一 个 数字 , 剩 下 2, 再 加 上 0 或 1, 得 到 2 个 顶点 ， 
从 ab 到 这 2 个 顶点 各 引 一 条 边 , 分 别 标记 ab0 和 ap1. 例如 , 从 01 到 10 和 11 各 有 一 条 
边 , 分 别 标记 010 和 011. 如 图 6-8(b) 所 示 . 8 条 边 的 标记 是 不 同 的 . 图 是 连通 的 且 每 个 顶 
点 的 入 度 等 于 出 度 , 都 等 于 2. 由 定理 6.5. 图 中 存在 一 条 欧 拉 回路 . 从 00 开始 , 构造 一 条 
欧 拉 回 路 000, 001, 011, 111, 110, 101. 010, 100. 注意 到 两 条 相 邻 的 边 的 标记 中 前 一 个 
的 后 2 位 与 后 一 个 的 前 2 位 相同 , 因此 在 这 条 回路 上 连续 3 条 边 的 标记 的 第 一 位 恰好 与 第 
一 条 边 的 标记 相同 . 于 是 , 顺 着 这 条 回路 取 每 一 条 边 标记 的 第 一 位 得 到 00011101, 按照 这 
个 顺序 标记 磁 鼓 的 扇 区 , 所 有 连续 3 个 扇 区 的 标记 正好 是 8 条 边 的 标记 , 各 不 相同 . 
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6.3 哈密 顿 图 


定义 6.5 ”经 过 图 中 每 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 的 回路 (通路 ) 称 为 哈密 顿 回 路 (通路 ). 存 
在 哈密 顿 回 路 的 图 称 为 哈密 顿 图 . 

在 图 6-9 所 示 的 各 图 中 ,图 6-9(a) 中 存在 哈密 顿 通路 ,但 不 存在 哈密 顿 回 路 . 图 6-9(b) 
中 存在 哈密 顿 回 路 ,当然 也 存在 哈密 顿 通路 . 图 6-9(c) 中 既 无 哈密 顿 通路 ,更 无 哈密 顿 回 
路 . 图 6-9(b) 为 哈密 顿 图 , 图 6-9(a) 和 图 6-9(c) 都 不 是 哈密 顿 图 . 


(a) (b) 
图 6-9 


从 定义 不 难看 出 ,一 个 nn 阶 简单 图 是 哈密 顿 图 ,要 求 边 数 m 宇 n. 另外 ,哈密 顿 图 还 有 一 
个 必要 条 件 , 如 下 面 的 定理 所 述 . 
定理 6.6 设 无 向 图 G 二 (V.,E) 是 哈密 顿 图 ,Vi 是 V 的 任意 的 非 空子 集 , 则 
p(G—V) <IV|. 
证 明 设 C 为 G 中 的 一 条 哈密 顿 回 路 . 设 Vi 中 的 顶点 把 C 分 成 段 , 则 
pC—Vi)=r<|lVl|. 
又 因为 C 是 G 的 生成 子 图 , 故 
p(G—V) <pC—V) SIV|. 国 
推论 设 无 向 图 G=(V,E) 中 有 了 哈密 顿 通路 ,V, 是 V 的 任意 的 非 空 子 集 , 则 
p(G—V) <IV |+1. 
利用 定理 6.6 及 推论 可 以 判断 某 些 图 不 是 哈密 顿 图 和 不 存在 哈密 顿 通路 . 
例如 , 对 图 6-9(c), 取 Vi 为 2 个 3 度 顶 点 , 有 (G 一 Vi) 一 4 二 2 十 1, 故 不 存在 哈密 顿 
通路 , 更 无 哈密 顿 回路 .又 如 在 图 6-10(a) 中 Vi={a,b,c， a 


d,e,f,g},G 一 Vi 如 图 6-10(b) 所 示 , p(G 一 V1)==9 之 |Vi| oo oo 
十 1 二 8, 所 以 也 不 存在 哈密 顿 通路 . 
下 面 是 图 中 有 哈密 顿 回 路 和 有 哈密 顿 通路 的 充分 入 5  。 。 
条 件 . 5 
定理 6.7 设 G 是 n(n 三 3) 阶 无 向 简单 图 ,如 果 G 中 任 (a) (b) 
何 一 对 不 相 邻 的 顶点 的 度数 之 和 都 大 于 等 于 一 1, 则 G 中 9 


存在 哈密 顿 通路 . 如 果 G 中 任何 一 对 不 相 邻 的 顶点 的 度数 之 和 都 大 于 等 于 nn, 则 G 是 哈密 

顿 图 . 

需 注意 的 是 ,定理 6.6 及 其 推论 中 的 条 件 是 存在 哈密 顿 回 路 和 存在 哈密 顿 通路 的 必要 

条 件 ,但 不 是 充分 条 件 . 例如 , 彼得 森 图 (图 5-5(c) ) 满 足 定理 6. 6 中 的 条 件 , 但 它 不 是 哈密 

顿 图 . 而 定理 6.7 给 出 的 是 充分 条 件 ,但 不 是 必要 条 件 . 例如 , 在 六 边 形 图 中 ,任何 两 顶点 
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度数 之 和 均 为 4 二 6 一 1, 但 六 边 形 图 是 哈密 顿 图 ， 当然 也 有 哈密 顿 通路 . 到 目前 为 止 ,人 们 
还 没有 找到 比 定义 更 好 的 便于 判断 一 个 图 是 否 存在 哈密 顿 回 路 或 哈密 顿 通路 的 充分 必要 
条 件 . 

关于 有 向 图 中 的 哈密 顿 通路 有 下 面 的 定理 . 

定理 6.8 在 n(n 三 2) 阶 有 向 图 D=(V,E) 中 ,如 果 所 有 有 向 边 均 用 无 向 边 代 替 , 所 得 
无 向 图 中 仿生 成 子 图 K, , 则 有 向 图 D 中 存在 哈密 顿 通路 . 

对 一 般 的 有 向 图 中 是 否 存 在 哈密 顿 回路 或 哈密 顿 通路 ,也 还 没有 好 的 判别 法 . 

例 6.4 在 循环 赛 中 , 个 参赛 队 中 的 任意 两 个 队 比 赛 一 次 , 假设 没有 平局 , 可 以 用 有 
向 图 描述 比赛 的 结果 : 用 顶点 表示 参赛 队 , A 到 B 有 一 条 边 当 且 仅 当 A 队 胜 B 队 . 例如 ， 
有 4 个 队 参 赛 , A 队 胜 B 队 和 D 队 ,B 队 胜 D 队 ,C 队 全 胜 . 比赛 结果 如 图 6-11 所 示 . 在 
这 种 图 中 , 任意 两 个 顶点 之 间 恰 好 有 一 条 有 向 边 , 这 种 有 向 图 称 作 竞赛 图 . 根据 定理 6. 8， 
竞赛 图 中 一 定 有 哈密 顿 通 路 ,当然 也 可 能 有 哈密 顿 回 路 . 当 没 有 哈密 顿 回 路 时 ,通常 只 有 
一 条 哈密 顿 通 路 , 这 条 通路 给 出 参赛 队 的 唯一 名 次 . 在 图 6-11 中 , CABD 是 一 条 哈密 顿 通 
路 , 它 没有 哈密 顿 回路 ， 比 赛 结 果 是 C 第 一 , A 第 二 , B 第 三 ,D 第 四 . 


A 010 
B D 心 
110 
C (a) (b) (c) (d) 
图 6-11 图 6-12 


例 6.5 格雷 码 (Gray Code)。 

为 了 确定 圆 盘 停 止 旋转 后 的 位 置 , 把 圆 盘 划分 成 2" 个 扁 区 , 每 个 扁 区 分 配 一 个 位 
0-1 串 . 例如 , 图 6-12(a) 中 把 圆 盘 划分 成 8 个 扇 区 , 每 个 扇 区 分 配 一 个 3 位 0-1 串 . 要 用 
某 种 电子 装置 读 取 扇 区 的 赋值 . 璧 如, 再 把 每 个 扇 区 分 成 个 块 , 每 块 的 材料 是 透明 或 不 透 
明 的 , 可 以 用 光电 管 检测 出 是 什么 材料 . 规定 不 透明 的 表示 1, 透明 的 表示 0. 图 6-12(b) 对 应 
图 6-12(a) 中 的 赋值 ， 当 圆 盘 停止 旋转 后 ,如果 电子 装置 处 于 一 个 扁 区 的 内 部 , 它 将 能 够 正 
确 地 读 出 这 个 扇 区 的 赋值 , 如 图 6-12(c) 所 示 . 如 果 电 子 装置 恰好 处 于 两 个 扇 区 的 边界 上 ， 
就 可 能 出 问题 . 如 图 6-12(d) 所 示 , 每 一 位 都 可 能 读 成 0 或 1. 

为 了 解决 上 面 的 问题 , 将 误差 减少 到 最 小 , 就 要 使 相 邻 扇 区 的 两 个 位 0-1 串 不 相同 
的 位 数 尽 可 能 少 , 最 好 是 只 有 一 位 不 同 . 把 所 有 n 位 0-1 串 排 成 一 个 序列 ， 相 邻 的 两 个 以 
及 最 后 一 个 和 第 一 个 之 间 只 有 一 位 不 同 , 这 样 的 序列 称 作 格雷 码 . 当 ” 一 3 时 ,000，100， 
101,，111, 110, 010, 011, 001 是 一 个 格雷 码 , 而 图 6-12(a) 中 的 排列 不 是 格雷 码 . 如 果 按 
照 格雷 码 给 扇 区 赋值 即使 电子 装置 恰好 处 于 两 个 扇 区 的 边界 上 , 读 出 的 值 也 是 这 两 个 扇 
区 中 的 一 个 . 

为 了 寻找 格雷 码 , 构造 一 个 n 维 立 方 体 图 , 它 有 2" 个 顶点 , 每 个 顶点 表示 一 个 nn 位 
串 , 两 个 顶点 之 间 有 一 条 边 当 且 仅 当 它 们 的 位 串 仅 相 差 一 位 当 n==2 和 ?一 3 时 , 分 别 
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如 图 6-13(a) 和 图 6-13(b) 所 示 . 可 以 证 明 , 当 n 宇 2 
时 图 中 一 定 存在 哈密 顿 回路 . 当 ”一 2 时, 图 本 身 就 
是 一 条 回路 . 当 2 一 3 时 , 在 图 6-13(b) 中 哈密 顿 回 
路 用 粗 黑 线 画 出 . 得 到 2 一 2 的 格雷 码 是 00, 01， 
11，10. 2 一 3 的 格雷 码 是 000, 001, 011, 010, 110， 
ii1; WI 100; 


6.4 平面 图 


定义 6.6 如 果 图 G 能 画 在 平面 上 使 得 除 顶 点 处 外 没有 边 交叉 出 现 , 则 称 G 为 平面 图 . 
画 出 的 这 种 不 出 现 边 交叉 的 图 称 为 G 的 一 个 平面 嵌入 . 

在 图 6-14 中 ,图 6-14(a) 是 K,, 图 6-14(b) 是 它 的 一 个 平面 舱 和 人. K, 是 平面 图 . 
图 6-14(c) 是 Ks ,无论 怎样 画 法 ,也 不 能 将 边 的 交叉 全 去 掉 . 图 6-14(d) 是 Ks 边 的 交叉 最 
少 的 一 种 画 法 . 图 6-14(e) 是 K;.;, 图 6-14(f) 是 它 的 边 交叉 最 少 的 一 种 画 法 . 后 面 将 要 证 
明 Ks 和 K;,; 都 不 是 平面 图 . 


(a) (b) (c) (d) (e) (人 


图 6-14 


今后 称 一 个 图 是 平面 图 ,可 以 是 指定 义 中 的 平面 图 ,也 可 以 是 指 它 的 平面 嵌入 . 在 当时 
的 讨论 与 图 的 画 法 有 关 时 ,通常 是 指 平面 嵌入 ,这 不 难 从 上 下 文中 看 出 . 

定义 6.7 设 G 是 一 个 平面 嵌入 ,G 的 边 将 整个 平面 划分 成 若干 个 区 域 ,每 个 区 域 称 为 
G 的 一 个 面 , 其 中 面积 无 限 的 区 域 称 为 无 限 面 或 外 部 面 , 常 记 成 R, ,面积 有 限 的 区 域 称 为 有 
限 面 或 内 部 面 . 包围 面 R 的 所 有 边 构 成 的 回路 ? 称 为 该 面 的 边界 ,边界 的 长 度 称 为 面 R 的 
次 数 , 记 为 deg(R). 

在 图 6-15 中 ,图 6-15(a) 为 连通 的 平面 图 ,共有 3 个 面 Re Ri 、R:， Ri 的 边界 为 初级 
回路 muwww ,deg(Ri) 二 3. Rs 的 边界 为 初级 回路 vivsvswi ,deg(CR:) 王 3. Ro 的 边界 为 复 
杂 回 路 vivivsvevsvsvavovi,deg(Ro) 二 8. 图 6-15(b) 为 非 连通 的 平面 图 ,有 两 个 连通 分 
支 . deg(Ri) 二 3,deg(R,) 二 4,R。 的 边界 由 两 个 初级 回路 mmwuwm 和 vvsvevrvs 围 成 ， 
deg(R,) 一 7. 

定理 6.9 平面 图 的 所 有 面 的 次 数 之 和 等 于 边 数 的 2 倍 . 

证 明 每 条 边 可 能 在 两 个 面 的 公共 边界 上 ,也 可 能 只 在 一 个 面 的 边界 上 . 当 在 两 个 面 
的 公共 边界 上 时 , 在 每 个 面 的 边界 上 这 条 边 只 出 现 一 次 , 在 计算 总 的 次 数 时 计算 两 次 . 而 
当 只 在 一 个 面 的 边界 上 时 , 它 出 现 2 次 , 在 计算 总 的 次 数 时 也 计算 两 次 . 所 以 所 有 面 的 次 


@ 这 里 所 说 的 回路 ,可 以 是 初级 回路 或 简单 回路 ,也 可 以 是 复杂 回路 ,还 可 以 是 由 几 个 不 连通 的 回路 组 成 的 . 
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图 6-15 


数 之 和 等 于 边 数 的 2 倍 . 图 

同一 个 平面 图 可 以 有 不 同形 状 的 平面 嵌入 ,但 它们 都 是 同 构 的 . 另外 ,还 可 以 将 一 个 平 
面 嵌 入 中 的 某 个 有 限 面 变换 成 无 限 面 ,无 限 面 变换 成 有 限 面 ,得 到 不 同形 状 的 另 一 个 平面 柑 
入 . 在 图 6-16 中 ,图 6-16(b) 与 图 6-16(c) 都 是 图 6-16(a) 的 平面 嵌入 ,但 形状 不 同 . 在 
图 6-16(b) 中 ,deg(R。) 二 3; 在 图 6-16(c) 中 ,degCR。) 一 4. 


(a) 
图 6-16 


定义 6.8 设 G 为 一 个 简单 平面 图 ,如 果 在 G 中 任意 不 相 邻 的 两 个 顶点 之 间 再 加 一 条 
边 , 所 得 图 为 非 平面 图 , 则 称 G 为 极 大 平面 图 . 

若 在 非 平面 图 G 中 任意 删除 一 条 边 , 所 得 图 为 平面 图 , 则 称 G 为 极 小 非 平面 图 . 

Ks 、K, 都 是 极 大 平面 图 . 将 Ks 和 Ks,; 任 意 删除 一 条 边 后 所 得 图 也 是 极 大 平面 图 . Ks 
入;,; 都 是 极 小 非 平面 图 . 

1 阶 和 2 阶 极 大 平面 图 分 别 是 平凡 图 和 由 2 个 顶点 及 其 之 间 的 一 条 边 构成 的 图 对 于 
3 阶 和 3 阶 以 上 的 极 大 平面 图 有 下 述 性 质 . 

定理 6.10 n(n 三 3) 阶 简单 平面 图 是 极 大 平面 图 当 且 仅 当 它 是 连通 的 且 每 个 面 的 次 数 
都 为 3. 

根据 这 个 定理 , 图 6-14(b) 是 极 大 平面 图 ， 当然 图 6-14(a) 也 是 . 图 6-16(c) (图 6-16(a)、 
图 6-16(b)) 不 是 极 大 平面 图 . 要 使 它 成 为 极 大 平面 图 只 需 在 对 角 的 两 个 顶点 之 间 加 一 

下 面 是 平面 图 的 一 个 重要 性 质 . 

定理 6. 11( 欧 拉 公 式 ) ” 设 G 为 任意 的 连通 平面 图 , 则 有 

n—m 二 r= 二 2 

其 中 丸 为 G 中 顶点 数 ,m 为 边 数 ,r 为 面 数 . 

证 明 ”对 边 数 m 作 归 纳 法 . 

(1) m= 二 0 时 ,G 为 孤立 点 ,此 时 n= 二 1,r 二 1, 结 论 自然 成 立 . 

(2) 设 n 二 k 一 1(k 宇 1) 时 结论 成 立 , 要 证 明 mm 二 k 时 结论 成 立 . 
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若 G 中 至 少 有 一 个 1 度 顶 点 . 设 v 是 1 度 顶点 ,删除 ,得 G 二 G 一 v, 则 G 是 连通 的 ， 
G 中 有 nn 二 n 一 1 个 顶点 ,m 二 m 一 1 条 边 ,r 二 =r, 由 归纳 假设 ， 
n—m 二 +r = 2， 
即 
(n—1)—(m—1)++r=2, 
整理 后 得 
n—m 二 r= 二 2. 
若 G 中 所 有 项 点 的 度数 大 于 等 于 2, 则 必 有 初级 回路 . 设 C 为 一 初级 回路 ,在 C 上 任 
取 一 条 边 e. 令 G'=G 一 e, 由 于 e 在 C 上 ,所 以 G' 仍 连通 . 在 G 中 ,n =n,m = 二 m 一 1,r = 
7 一 1. 由 归纳 假设 得 到 


7 一 ( 加 一 1) 十 (一 1) 一 2， 
n—m 二 r= 二 2. 国 
欧 拉 公式 可 推广 到 非 连通 的 平面 图 . 这 时 , n、m、r 之 间 的 关系 还 与 连通 分 支 数 p 
有 关 . 
推论 ( 欧 拉 公 式 的 推广 ) 对 于 任意 的 p(p 宇 2) 个 连通 分 支 的 平面 图 ,有 
7 一 加 十 ”~ 一 力 十 1. 
证 明 ” 设 平面 图 G 有 bp 个 连通 分 支 G1 ,Gs,…,G，，G; 有 ni 个 顶点 , mi 条 边 , ”~ 个 面 ， 
由 欧 拉 公式 ， 


nmi—mitr=2, i=1,2,.,p. 


p p 
显然 , 一 n,m 一 mi。 注意 到 每 个 G, 有 一 个 外 部 面 , 而 G 也 是 一 个 外 部 面 , 故 * 一 


1 一 Mi 十 ”一 21 一 加 十 1 一 少 十 1. 国 
利用 欧 拉 公式 及 其 推广 可 以 证 明 下 述 定理 . 
定理 6.12 设 G 是 连通 的 平面 图 , 且 每 个 面 的 次 数 至 少 为 1(! 三 3), 则 


m 三 《= 2 


/ 
C= 
设 G 是 p(p 宇 2) 个 连通 分 支 的 平面 图 ,每 个 面 的 次 数 至 少 为 !(! 之 3), 则 


msm pl). 
证 明 设 G 是 连通 平面 图 , 且 每 个 面 的 次 数 至 少 为 1, 由 定理 6.9 
2m 之 Ir. 


把 欧 拉 公式 代入 上 式 , 得 
2m 宇 1(2 十 m 一 nn)， 
整理 后 得 到 


m 二 (nO— 2). 


/ 
= 这 

对 非 连通 的 平面 图 , 可 利用 欧 拉 公式 的 推广 类 似 证 明 . EE 
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推论 K; 和 K;,; 都 不 是 平面 图 . 
证 明 Ks 有 5 个 顶点 , 10 条 边 , 假若 是 平面 图 , 则 每 个 面 的 次 数 至 少 为 3, 由 定理 6. 12 
可 得 
10 委 3(5 一 2) = 9, 
矛盾 ,因而 Ks 不 是 平面 图 . 
Ks,s 有 6 个 顶点 , 9 条 边 , 假若 是 平面 图 , 则 每 个 面 的 次 数 至 少 为 4, 因 而 有 
9 入 2(6 一 2) 一 8， 
矛盾 ,因而 K;,; 也 不 是 平面 图 . 国 
下 面 给 出 平面 图 的 充分 必要 条 件 , 为 此 先 引 入 下 述 运算 和 概念 . 
在 图 6-17(a) 中 ,从 左 到 右 的 变换 称 为 消去 2 度 顶 点 w. 图 6-17(b) 中 从 左 到 右 的 变换 
称 为 插入 2 度 顶点 ww. 


a 3 WwW=wh 
b bx 一 om 
+ | ] ] FY ET | 
WO -一 —— OW c co 9i 
v v v v dd 2 ff do of 
(c) (d) (e) (人 


(a) (b) 
图 6-17 


定义 6.9 如果 两 个 图 G! 和 Gs 同 构 ,或 经 过 反复 搬入 或 消去 2 度 顶 点 后 同 构 , 则 称 Ci 
与 Gs 同 胚 . 

图 6-17 中 ,图 6-17(d) 是 图 6-17(c) 经 过 消去 2 度 顶点 we, 插 入 2 度 项 点 Ai 而 得 到 
的 ,因而 图 6-17(c) 和 图 6-17(d) 同 胚 . 

删除 边 (u、v) ,用 新 的 顶点 w( 可 以 用 或 wv 充当 ww) 取 代 wv, 并 使 w 和 除 (u,v) 外 所 有 
与 wu 关联 的 边关 联 , 称 这 个 变换 为 收缩 边 (4,w). 

定义 6.10 如 果 G 可 以 通过 若干 次 收缩 边 得 到 G; , 则 称 G, 可 收缩 到 G;. 

图 6-17 中 ,图 6-17(e) 收 缩 边 (v ,wv ) 的 结果 是 图 6-17(f). 

定理 6.13 一 个 图 是 平面 图 当 且 仅 当 它 不 含 与 Ks 同 胚 的 子 图 ,也 不 含 与 Ks,s 同 胚 的 


子 图 . 

定理 6.14 一 个 图 是 平面 图 当 且 仅 当 它 没 有 可 收缩 到 K; 的 子 图 ,也 没有 可 收缩 到 
Ks,s 的 子 图 . 

以 上 两 个 定理 称 为 库 拉 图 斯 基 定 理 . 


例 6.6 证 明 图 6-18 中 的 4 个 图 都 不 是 平面 图 . 


49 和 现 凡 


图 6-18 
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解 图 6-18(a) 消 去 5 个 2 度 顶点 后 变 成 Ks, 故 与 Ks 同 胚 . 或 者 对 每 一 个 2 度 顶 点 
取 一 条 关联 的 边 , 收缩 这 5 条 边 也 可 得 到 K;, 故 它 又 可 收缩 到 Ks. 图 6-18(b) 是 彼 德 森 
图 ,收缩 5 条 连接 内 外 5 对 顶点 的 边 , 可 收缩 到 Ks. 还 可 以 取 子 图 如 图 6-19(a) 所 示 , 消去 
4 个 2 度 顶点 (小 圆圈 ) 得 到 K;,;. 图 6-18(c) 含 有 子 图 K;,; ,如 图 6-19(b) 所 示 . 图 6-18(d) 
删 去 2 条 边 后 的 子 图 见 图 6-19(c), 收缩 两 条 虚线 边 得 到 K;. 还 可 以 删 去 4 条 边 , 取 子 图 
如 图 6-19(d) 所 示 , 收缩 虚线 边 得 到 K;,3. 根据 库 拉 图 斯 基 定 理 , 得 证 它们 都 不 是 平面 图 . 


1 \ /1 
了 
(a) (b) (c) (d) 


图 6-19 


在 历史 上 , 着 色 问 题 起 源 于 地 图 着 色 . 地 图 是 连通 无 桥 平面 图 的 平面 嵌入 , 每 一 个 面 
是 一 个 国家 (或 省 .市 .区 等 ). 若 两 个 国家 有 公共 的 边界 , 则 称 这 两 个 国家 是 相 邻 的 . 对 地 
图 的 每 个 国家 涂 上 一 种 颜色 ,使 相 邻 的 国家 涂 不 同 的 颜色 , 称 为 对 地 图 的 面 着 色 , 简称 地 图 
着 色 . 地 图 着 色 问 题 就 是 要 用 尽 可 能 少 的 颜色 给 地 图 着 色 . 地 图 着 色 可 以 转化 成 平面 图 的 
点 着 色 . 

定义 6.11 设 G 是 一 个 平面 图 的 平面 嵌入 ,构造 图 G* 如 下 : 在 G 的 每 一 个 面 R; 中 放 
置 一 个 顶点 wz. 对 G 的 每 一 条 边 e , 若 e 在 G 的 面 Ri; 与 Rj(i 隆 站 的 
公共 边界 上 , 则 作 边 e = (vi ,vi ) 与 e 相交 , 且 不 与 其 他 任何 边 相 
交 . 若 e 为 G 中 的 桥 且 在 面 R; 的 边界 上 , 则 作 以 vi 为 端点 的 环 
e’ 三 (vi ,vi ) 与 e 相交, 且 不 与 其 他 任何 边 相 交 , 称 G* 为 G 的 对 
偶 图 . 

在 图 6-20 中 ,实心 点 .虚线 边 图 是 空心 点 、 实 线 边 图 的 对 偶 图 . 

从 定义 不 难看 出 ,任何 平面 图 的 对 偶 图 都 是 连通 的 . 但 要 注意 ， 
两 个 同 构 的 平面 图 的 对 偶 图 不 一 定 是 同 构 的 , G 的 对 偶 图 G* 的 对 
偶 图 C” 不 一 定 与 G 同 构 . 

根据 定义 , 当 G 中 无 桥 时 , G* 中 无 环 . G 的 面 与 G* 的 顶点 一 
一 对 应 , 且 G 的 两 个 面相 邻 当 且 仅 当 G* 对 应 的 两 个 顶点 相 邻 , 从 而 G 的 面 着 色 等 同 于 G* 
的 点 着 色 . 

例如 , 图 6-21(a) 给 出 一 个 平面 图 和 它 的 对 偶 图 , 图 6-21(b) 是 这 个 平面 图 的 一 个 4 着 
色 , 图 6-21(c) 是 对 偶 图 对 应 的 着 色 . 

100 多 年 前 就 有 人 发 现任 何 地 图 都 可 以 用 4 种 颜色 着 色 , 这 就 是 著名 的 四 色 猜 想 . 由 
于 地 图 着 色 可 以 转变 成 平面 图 的 点 着 色 , 四 色 猜 想 的 提 法 后 来 变 成 : 任何 平面 图 都 是 4- 可 
着 色 的 . 1890 年 希 伍德 证 明 任何 平面 图 都 是 5 一 可 着 色 的 , 称 作 五 色 定 理 . 此 后 一 直 没 有 
什么 进展 , 直到 1976 年 两 位 美国 数学 家 阿 佩 尔 和 黑 肯 终于 证 明了 它 , 从 而 使 得 四 色 猜 想 成 
为 四 色 定 理 . 阿 佩 尔 和 黑 肯 的 证 明 是 根据 前 人 的 证 明 思路 , 用 计算 机 完成 的 . 他 们 证 明 ， 
如 果 四 色 猜 想 不 成 立 , 则 存在 一 个 反例 , 这 个 反例 大 约 有 2000 种 可 能 (后 来 有 人 简化 到 
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图 6-21 


600 多 种 ), 分 析 这 么 多 种 可 能 是 人 力 不 可 能 胜任 的 . 他 们 用 计算 机 分 析 了 所 有 这 些 可 能 ， 
都 没有 导致 反例 ,从 而 证 明 四 色 猜 想 成 立 . 但 是 , 对 四 色 定 理 的 研究 并 没有 到 此 结束 , 他 
们 的 证 明 毕 竟 是 用 计算 机 完成 的 . 寻找 相对 短 的 ,能 被 人 阅读 和 检查 的 证 明 仍 是 数学 家 追 
求 的 目标 . 

定理 6.15( 四 色 定 理 ) 任何 平面 图 都 是 4- 可 着 色 的 . 


6.5 题 例 分 析 


例 6.7 一 题 6. 10 是 选择 题 . 
例 6.7 在 图 6-22 所 示 的 各 图 中 ,|A| 为 欧 拉 图 ,|B| 为 哈密 顿 图 . 


供 选 择 的 答案 

A.B: OO (a),(b), (ec); ©® (d),(e),(f); @ Ce), Ce)s @ (bi Ce), Cd), (el (3 
©® (b),(c),(d),(e). 

答案 A: @;B: @. 

分 析 除 (c)、(e) 之 外 ,其 余 各 图 均 有 奇 度 顶点 , 所 以 只 有 (c)、(e) 为 欧 拉 图 . 

在 (a) 中 ,删除 {6,d,f,h) ,得 5 个 连通 分 支 的 图 ,由 定理 6.6 可 知 图 (a) 不 是 哈密 顿 图 . 
其 余 各 图 都 是 哈密 顿 图 . 事实 上 ,在 (b) 中 ,apde Fea 为 图 中 哈密 顿 回路 . 在 (c) 中 ,abcgedfa 
为 哈密 顿 回路 . 在 (f) 中 ,ibajdcefghi 为 一 哈密 顿 回 路 . (d)、(e) 中 的 哈密 顿 回 路 很 容易 
画 出 . 

例 6.8 在 图 6-23 所 示 的 各 图 中 ,是 二 部 图 的 为 |A|. 在 二 部 图 中 存在 完美 匹配 的 是 


, 它 的 匹配 数 是 [Cl. 
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AT 


(1) 
图 6-23 


供 选择 的 答案 

A.B: ©O (a); © (b); @ (0); @ (d); © (e); © ({); © (a),(b); ® (b), 1); 
©@ (0),(d),(e); (qd),(e); D (qd) ,1). 

CiDl@2O 人 OL 

答案 A: @; B: @; C: @. 

分 析 (c)、(d)、(e) 无 奇数 长 回路 ,它们 都 是 二 部 图 , 可 以 把 它们 画 成 图 6-24 中 的 样 
子 , 其 余 的 都 不 是 . 事实 上 ，(d) 是 Ks,s,，(e) 是 K,,s. 一 个 图 存在 完美 匹配 的 必要 条 件 是 具 
有 偶数 个 顶点 ,在 (c)、(d)、(e) 中 只 有 (d) 具 有 偶数 个 项 点 ,不 难 给 出 它 的 完美 匹配 . 


(c) (d) (e) 


图 6-24 


例 6.9 图 6-25 所 示 平 面 图 的 平面 嵌入 中 , 面 数 为 |A|, 次 数 最 高 的 面 的 次 数 为 
数 最 低 的 面 的 次 数 为 |C| ,总 次 数 为 |D|. 

供 选 择 的 答案 

ABC:OlO5Q@id7@8@5;Ol1l0;@11. 

D: © 24; © 26; ®@ 28. 

答案 A: @; B: @; C: 0; D: ©. 

分 析 首先 画 出 它 的 平面 嵌入 , 如 图 6-26 所 示 . 外 部 面 Ro 的 边界 是 aefghhgfa, 长 
度 为 8. 次 数 最 小 的 面 是 Ri, 次数 为 1. 平面 图 共有 13 条 边 , 根据 定理 6.9, 总 次 数 是 26. 


{No 加 


图 6-25 图 6-26 


巴 
沪 


例 6.10 在 彼 德 森 图 中 至 少 添加 |A| 条 边 才能 构成 欧 拉 图 . 至 少 加 |B| 条 边 才能 构成 哈 
密 顿 图 . 

供 选 择 的 答案 

A.B: O 1; © 2; @ 3; @ 4; © 5; @ 6; 07. 
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答案 A: @; B: @. 

分 析 ” 彼 德 森 图 ( 见 图 5-5(Cc) ) 中 ,10 个 顶点 的 度数 均 为 3. 至 少 加 5 条 边 , 才 能 使 所 有 
顶点 的 度数 都 变 成 偶数 成 为 欧 拉 图 . 在 彼 德 森 图 中 存在 哈密 顿 通路 ,因而 再 增加 一 条 边 就 
可 得 到 哈密 顿 回 路 . 

例 6.11 判断 下 面 两 个 命题 的 真 伪 . 

(1) 设 G==(V,E) 为 无 向 图 ,车 对 V 的 任意 非 空子 集 Vi 均 有 

p(G—Vi) <IV|, 
则 G 为 哈密 顿 图 . 
(2) 设 G= 二 V,E> 为 zz 二 3) 阶 无 向 简单 哈密 顿 图 , 则 对 于 任意 的 wuEV, 均 有 
qd(Cue) 十 do) 过 7 

解 ”两 个 命题 均 为 假 . 

分 析 本题 的 目的 是 说 明 必 须 分 清 必要 条 件 与 充分 条 件 . 

(1) 中 的 条 件 p(G 一 Vi) 三 |Vi | 是 哈密 顿 图 的 必要 条 件 ( 见 定理 6. 6) ,破坏 这 个 条 件 的 
图 (例如 有 制 点 的 图 ) 一 定 不 是 哈密 顿 图 . 但 它 不 是 充分 条 件 , 满足 这 个 条 件 的 图 不 一 定 是 
哈密 顿 图 . 例如 2 阶 无 向 完全 图 K; 满足 这 个 必要 条 件 , 但 它 显 然 不 是 哈密 顿 图 . 

相反 ,(2) 中 的 条 件 4d(w) 十 d(v) 三 n 是 简单 哈密 顿 图 的 充分 条 件 ( 见 定理 6.7), 满足 这 
个 条 件 的 图 一 定 是 哈密 顿 图 . 但 这 个 条 件 不 是 必要 条 件 , 不 满足 这 个 条 件 的 图 不 一 定 不 是 
哈密 顿 图 . 例如 阶 圈 ( 长 度 为 n 的 初级 回路 ) 都 是 哈密 顿 图 , 但 当 nn 三 5 时 ,不 满足 这 个 
条 件 . 

例 6.12 (1) 无 向 完全 图 K, (n 了 2) 都 是 哈密 顿 图 ,给 定 项 点 的 标记 , 在 定义 意义 下 
K, 中 有 和 多少 条 不 同 的 哈密 顿 回路 ? 

(2) 在 无 向 完全 带 权 图 K, (n 关 2) 中 , 按 权 计算 最 多 有 和 多少 条 不 同 的 
哈密 顿 回路 ? 四 到 

(3) 某 县 城 4 个 村 庄 ec.bscsd 之 间 的 距离 (km) 如 图 6-27 所 示 . 一 “了 
邮递 员 从 城市 a 出 发 要 到 45、c.d 送信 ,然后 返回 到 “, 他 如 何 走 才 能 使 走 图 6-27 
的 路 程 最 短 ? 

解 (1) 7 个 顶点 的 每 一 种 排列 都 是 一 条 哈密 顿 回 路 , 在 定义 意义 下 它们 都 是 不 同 的 ， 
故 共 有 n! 条 不 同 的 哈密 顿 回路 .当然 , 同 构 意义 下 只 有 一 种 哈密 顿 回路 . 

(2) 任何 一 条 哈密 顿 回路 , 把 任何 一 个 顶点 作为 起 点 , 其 权 都 是 一 样 的 . 又 按 正 反 两 


个 方向 走 权 也 是 一 样 的 ， 故 按 权 计算 最 多 有 所 -条 不 同 的 哈密 顿 回路 . 


(3) 根据 (2), 只 需 考 虑 下 述 3 条 哈密 顿 回 路 : 
@ abcda 权 为 31 
@ abdca 权 为 40 
@ acbda 权 为 36 
可 见 , 他 走 abcda 或 反方 向 走 adcba ,路 程 最 短 . 
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6.1 夯 出 完全 二 部 图 Ki,s 、Ks,s 和 K,,. 

6.2 设 G 为 n(n 三 2) 阶 无 环 图 ,证 明 : G 是 二 部 图 当 且 仅 当 它 是 2- 可 着 色 的 . 

6.3 完全 二 部 图 K,,, 中 , 边 数 mm 为 多 少 ? 

6.4 完全 二 部 图 K,,, 的 匹配 数 B 为 多 少 ? 

6.5 今 有 工人 甲 、 乙 两 去 完成 三 项 任务 cc. 已 知 甲 能 胜任 co、c 三 项 任务 ; 乙 能 胜 
任 < 两 项 任务 ; 丙 能 胜任 bc 两 项 任务 . 你 能 给 出 一 种 安排 方案 ,使 每 个 工人 各 去 完成 一 
项 他 们 能 胜任 的 任务 吗 ? 

6.6 有 人 台 计算 机 和 个 磁盘 驱动 器 , 每 台 计 算 机 可 以 与 CR>0) 个 磁盘 驱动 器 莱 
容 , 并 且 每 个 磁盘 驱动 器 可 以 与 A 台 计算 机 兼容 . 能 够 给 每 一 台 计算 机 配置 一 个 兼容 的 磁 
盘 驱 动 器 吗 ? 

6.7 图 6-28 所 示 各 图 中 哪些 是 欧 拉 图 ? 


(a) (b) (c) (d) 


图 6-28 


6.8 画 一 个 无 向 欧 拉 图 ,使 它 具 有 : 
(1) 偶数 个 顶点 ,偶数 条 边 ; 
(2) 奇数 个 顶点 ,奇数 条 边 ; 
(3) 偶数 个 顶点 ,奇数 条 边 ; 
(4) 奇数 个 顶点 ,偶数 条 边 . 
6.9 画 一 个 有 向 的 欧 拉 图 ,要求 同 题 6. 8. 
6.10 画 一 个 无 向 图 ,使 它 ; 
(1) 既是 欧 拉 图 ,又 是 哈密 顿 图 ; 
(2) 是 欧 拉 图 ,而 不 是 哈密 顿 图 ; 
(3) 是 哈密 顿 图 ,而 不 是 欧 拉 图 ; 
(4) 既 不 是 欧 拉 图 ,也 不 是 哈密 顿 图 . 
6.11 画 一 个 有 向 图 ,要 求 同 题 6. 10. 
6.12 若 了 为 有 向 欧 拉 图 , 则 D 一 定 为 强 连 通 图 . 其 逆 命 题 成 立 吗 ? 
6.13 在 什么 条 件 下 无 向 完全 图 K, (n 宇 2) 为 哈密 顿 图 ? 又 在 什么 条 件 下 为 欧 拉 
6.14 有 制 点 的 无 向 图 G 不 可 能 为 哈密 顿 图 . G 也 一 定 不 是 欧 拉 图 吗 ? 
6.15 今 有 ab.c.de、f\g 7 个 人 ,已 知 下 列 事实 : 
a 会 讲 英语 ; 
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0 会 讲 英 语 和 汉语 ; 

c 会 讲 英语 、 意 大 利 语 和 俄语 ; 

d 会 讲 日 语 和 汉语 ; 

< 会 讲 德语 和 意大利 语 ; 

了 会 讲法 语 、 日 语 和 俄语 ; 

8 会 讲法 语 和 德语 . 
试问 这 7 个 人 要 围 成 一 圈 , 应 如 何 排 座 位 ,才能 使 每 个 人 都 能 和 他 身边 的 人 交谈 ? 

6.16 某 工 厂 生产 由 6 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 .已 知 在 品种 中 ,每 种 颜色 至 少 分 
别 和 其 他 5 种 颜色 中 的 3 种 颜色 搭配 ,证 明 可 以 挑 出 3 种 双色 布 ,它们 恰 有 6 种 不 同 的 
颜色 . 

6.17 一 副 骨 牌 有 49 张 , 每 张 骨 牌 上 有 一 对 数字 [a,60], a, 5 二 0, 1, …，,， 6, 证 明 可 以 
把 骨牌 排 成 一 个 圆圈 使 得 相 邻 两 张 骨牌 连接 处 的 数字 相同 . 

6.18 一 座 楼 房 底层 的 建筑 平面 图 如 图 6-29 所 示 . 问 : 能 否 从 南 门 进入 , 北 门 离开 ， 
走 遍 所 有 的 房间 且 每 个 房 门 恰好 经 过 一 次 ? 


| d p 


图 6-29 图 6-30 


6.19 指出 图 6-30 所 示 平 面 图 各 面 的 次 数 , 并 验证 各 面 次 数 之 和 等 于 边 数 的 两 倍 . 

6.20 求 图 6-30 所 示 平 面 图 G 的 对 偶 图 G”. 

6.21 设 G 为 连通 平面 图 , 它 的 项 点 数 、 边 数 和 面 数 分 别 为 nvm 和 7, G 的 对 偶 图 G” 
的 顶点 数 、 边 数 和 面 数 分 别 为 a” 、m* 和 x*. 证 明 n* 二 r,m* 二 msr* 二 n. 

6.22 求 图 6-31 所 示 平 面 图 G 的 对 偶 图 G* ,再 求 G* 的 对 偶 图 G". G* 与 G 同 构 吗 ? 


-a 
15 z 


6.23 用 4 种 颜色 给 图 6-32 中 的 地 图 着 色 . 
6.24 证 明和 披 德 森 图 ( 见 图 5-5(c)) 不 是 二 部 图 ,也 不 是 欧 拉 图 . 
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6.25 证明 图 6-33 是 哈密 顿 图 ,但 不 是 平面 图 . 
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图 6-33 图 6-34 


6.26 图 6-34 是 一 个 平面 图 , 试 给 出 它 的 一 个 平面 嵌入 . 它 是 极 大 平面 图 吗 ? 

题 6. 27 一 题 6. 29 的 要 求 是 从 供 选择 的 答案 中 选 出 应 填 人 叙述 中 的 方 框 | | 内 的 正确 
答案 . 

6.27 (1) 完全 图 K, (n 宇 1) 都 是 欧 拉 图 . 这 个 命题 为 |A|. 

(2) 完全 图 K, (n 宇 1) 都 是 哈密 顿 图 . 这 个 命题 为 |B. 

(3) 完全 二 部 图 K,,, (n 宇 1,m 宇 1) 都 是 欧 拉 图 . 这 个 命题 为 |C|. 

(4) 完全 二 部 图 KK (n 宇 1,m 宇 1) 都 是 哈密 顿 图 . 这 个 命题 为 |D|. 

供 选 择 的 答案 

A.B.C.D: OO 真 ; @ 假 . 

6.28 (1) 设 G 与 Gs 是 两 个 平面 图 , 车 Gi 空 Gs, 它们 的 对 偶 图 G7 实 G? . 这 个 命题 


(2) 任何 平面 图 G 的 对 偶 图 G* 的 对 偶 图 G* 与 G 同 构 . 这 个 命题 为 |B|. 

(3) 任何 平面 图 G 的 对 偶 图 G ”的 面 数 盖 都 等 于 CG 的 顶点 数 n， 这 个 命题 为 

供 选 择 的 答案 

A、B.C: @ 真 ;@ 假 . 

6.29 6 个 顶点 11 条 边 的 所 有 非 同 构 的 连通 的 简单 非 平面 图 有 |Al| 个 , 其 中 有 |B| 个 含 
子 图 K;,s ,有 |C| 个 含 与 Ks 同 胚 的 子 图 . 

供 选择 的 答案 

A\B.C: D1;©@2;®3;@4;®5;@6;D7;®E. 


〇 


。，156。 


7.1 无 向 树 及 生成 树 


定义 7.1 不 含 回 路 的 连通 无 向 图 称 为 无 向 树 ,简称 树 . 每 个 连通 分 支 均 是 树 的 非 连通 
无 向 图 称 为 森林 . 平凡 图 称 为 平凡 树 . 树 中 度数 为 1 的 顶点 称 为 树叶 ,度数 大 于 等 于 2 的 

定义 中 所 说 的 回路 是 指 简单 回路 和 初级 回路 , 本 章 今 后 均 如 此 . 

英国 数学 家 凯 莱 (Arthur Cayley) 于 19 世纪 中 叶 研 究 饱 和 碳 氨 化合 物 的 同 分 异 构 体 时 
提出 树 的 概念 . 饱和 碳 氧 化合物 C, Hz,+s 由 个 碳 原 子 和 2n 十 2 个 氧 原子 组 成 , 碳 原子 是 4 
价 键 , 氧 原子 是 1 价 键 , 可 以 用 4 度 顶 点 代表 碳 原 子 , 1 度 顶 点 代表 氧 原 子 , 顶点 的 度数 列 
由 nn 个 4 和 2n 十 2 个 1 组 成 当 n==1.2,3 时 , 都 只 有 一 棵 树 ; 当 n==4 时 , 有 2 棵 不 同 构 的 
树 , 如 图 7-1 所 示 . 这 说 明 含 有 1 个 .2 个 和 3 个 碳 原子 的 饱和 碳 毛 化 合 物 都 只 有 一 个 , 而 
含有 4 个 碳 原子 的 饱和 碳 氢化 合 物 有 2 个 . 事实 上 , 含有 1 个 .2 个 和 3 个 碳 原子 的 饱和 碳 
氢化 合 物 分 别 是 甲烷 、 乙 烷 和 丙烷 ,而 含有 4 个 碳 原子 的 饱和 碳 氢 化合 物 有 2 个 同 分 异 构 
体 , 分 别 叫做 丁 烷 和 蜡 丁 烷 . 


H c HoCo—oH 
C H H 丰 
Hocl on 1 i 让 > 
Ho cy oH c H H 
H H 全 
H H H 
H 
H H 
(a) 甲烷 (b) 过 烷 (c) 丙烷 (d) 丁 烷 (e) 异 丁 烷 
图 7-1 


树 有 许多 等 价 的 定义 ( 即 充 分 必要 条 件 ) ,下 面 用 定理 给 出 . 

定理 7.1 设 G==(V,E),IV|=n,|E|==m, 则 下 面 各 命题 是 等 价 的 : 

(1) G 连通 且 不 含 回路 ; 

(2) G 的 每 对 顶点 之 间 有 唯一 的 一 条 路 径 ; 

(3) G 是 连通 的 上 且 交 一? 一 1; 

(4) G 中 无 回路 上 且 交 一 2 一 1; 

(5) G 中 无 回路 ,但 在 任 两 个 不 相 邻 的 顶点 之 间 增 加 一 条 边 , 就 形成 唯一 的 一 条 初级 
回路 ; 

(6) G 是 连通 的 且 每 条 边 都 是 桥 . 

定理 的 证 明 略 . 
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定理 7.2 nn 阶 非 平凡 的 树 中 至 少 有 2 片 树 叶 . 

证 明 非 平凡 的 树 的 每 个 顶点 的 度数 都 大 于 等 于 1, 设 有 & 片 树叶 , 则 有 ?一 & 个 顶点 
度数 大 于 等 于 2. 由 握手 定理 ， 

2m 宇 k 十 2(n 一 k). 
由 定理 7.1,m 二 n 一 1, 代 入 上 式 得 
2(n—1) 这 k++2(n—&k). 
整理 得 
> 国 

定义 7.2 设 G==(V,E) 是 无 向 连通 图 ,TT 是 G 的 生成 子 图 并 且 是 树 , 则 称 工 是 G 的 生 
成 树 . G 在 工 中 的 边 称 为 了 的 树枝 ,不 在 工 中 的 边 称 为 了 的 弦 . 工 的 所 有 弦 的 集合 的 导出 
子 图 称 为 工 的 余 树 . 

设 n 阶 连通 无 向 图 有 m 条 边 , 则 它 的 生成 树 有 一 1 条 边 , 余 树 有 mm 一 n 十 1 条 边 . 

图 7-2 中 ,图 7-2(b) 为 图 7-2(a) 的 一 棵 生成 树 工 ,图 7-2(c) 为 工 的 余 树 ,注意 余 树 不 一 
定 是 树 , 也 不 一 定 连 通 . 


c C d c d 
(a) (b) (c) 
图 7-2 


定理 7.3 任何 无 向 连通 图 都 有 生成 树 . 

证 明 设 G 是 一 个 无 向 连通 图 ,如 果 G 中 无 回路 , 则 G 本 身 就 是 树 ， 当 然 也 是 G 的 生 
成 树 . 如 果 G 中 存在 回路 C ,删除 C 上 任意 一 条 边 ,这 不 影响 图 的 连通 性 . 如 果 还 有 回路 ， 
就 再 删除 此 回路 上 的 一 条 边 ,直到 图 中 无 回路 为 止 ,最 后 得 到 一 个 连通 无 回路 的 生成 子 图 ， 


它 是 G 的 生成 树 ， 四 
推论 设 nn 阶 无 向 连通 图 G 有 mm 条 边 , 则 三 n 一 1. 
证 明 根据 定理 7.3, G 有 生成 树 , 生成 树 中 有 ”一 1 条 边 , 从 而 m 宇 n 一 1. 国 


在 图 7-3 中 , 实 边 所 示 的 子 图 是 图 G 的 一 棵 生成 树 T,d、e、f 为 工 的 树枝 ,ec 为 工 
的 弦 . 在 荆 上 加 弦 a ,产生 G 的 一 个 初级 回路 aed. 在 工 上 加 弦 0, 产 生 G 的 一 个 初级 回路 
bdf. 在 T 上 加 弦 c ,产生 G 的 一 个 初级 回路 cef. 这 3 条 回路 中 的 每 条 回路 都 只 含 一 条 弱 ， 
其 余 的 边 都 是 树枝 ,这样 的 回路 称 为 基本 回路 . 

定义 7.3 设 工 是 连通 图 G= 王 4(V, 忆 的 一 棵 生成 树 , 对 每 一 条 弦 ,存在 唯一 的 由 弦 e 
和 FT 的 树枝 构成 的 初级 回路 C。, 称 C. 为 对 应 于 弦 e 的 基本 回路 . 称 所 有 基本 回路 的 集合 为 
对 应 生成 树 工 的 基本 回路 系统 . 

在 图 7-3 中 ,C, 二 aed,Cs 二 bdf,C. 二 cef 为 对 应 生成 树 工 的 基本 回路 ,{C. ,Co Ce) 为 工 
的 基本 回路 系统 . 

连通 图 的 生成 树 不 是 唯一 的 , 对 应 不 同 生成 树 的 基本 回路 及 基本 回路 系统 可 能 不 同 ， 
但 基本 回路 的 个 数 都 等 于 m 一 n 十 1, 其 中 允 是 连通 图 的 顶点 数 , m 是 边 数 . 
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再 来 观察 图 7-3 中 工 的 树枝 & 对 应 G 的 一 个 割 集 {&,0,a} ,树枝 e 对 应 一 个 割 集 {e,a， 
c} ,树枝 了 对 应 一 个 割 集 {f,c.5). 3 条 树枝 对 应 的 G 的 割 集 的 特点 是 ,每 个 割 集 中 只 含 一 
条 树枝 ,其 余 的 边 都 是 弦 . 这 样 的 割 集 称 为 基本 割 集 . 
定义 7.4 设 工 是 连通 图 G 二 (V,E) 的 一 棵 生成 树 , 对 本 的 每 一 条 树枝 a, 存在 唯一 的 
由 树枝 ,其余 的 边 都 是 弦 的 割 集 S。. 称 S。 为 对 应 树枝 a 的 基本 割 集 , 称 所 有 基本 制 集 的 
集合 为 对 应 生成 树 工 的 基本 割 集 系统 . 
G 的 对 应 不 同 生成 树 的 基本 割 集 也 可 能 不 一 样 ,但 基本 制 集 的 个 数 都 是 n 一 1. 
例 7.1 在 图 7-4 所 示 的 图 G 中 , 实 线 边 所 构成 的 子 图 是 G 的 一 棵 生成 树 工 ,虚线 是 
弦 . 求 对 应 工 的 基本 回路 系统 和 基本 制 集 系统 . 
解 本 有 4 条 强 fg 对 应 每 条 弦 的 基本 回路 是 
Cr= face; Cs = gba; 
Cs = hdcb; Ci; = ied. 
基本 回路 系统 为 {Cj ,Cs ,CGC ,C;). 
工 有 5 条 树枝 wo\c.de, 对 应 每 条 树枝 的 基本 割 集 是 
Ss = {agsf}; SS = {bg,h}; 
S.={c,f,h}; Ss = {d,i,h}; 
S. = {e,f,i}. 
基本 制 集 系统 为 {S,,S,,S. ,Sa,S,}. 
设 C 和 Cs 是 两 条 回路 , 如果 Cy 和 Cs 有 一 条 或 几 条 共同 的 边 , 那么 删 去 共同 的 边 ， 
每 一 条 回路 变 成 若干 条 通路 , 这 些 通 路 可 以 连接 成 一 条 或 几 条 回路 , 称 作 合 并 Cl 和 C;. 
把 合并 的 结果 , 记 作 C1 昌 C,. 这 里 用 对 称 差 中 作为 回路 合并 的 运算 符 , 是 因为 合并 C 和 
C: 得 到 的 回路 中 的 边 恰好 是 C, 和 C; 中 的 边 的 对 称 差 . 例如 , 图 7-5(a) 中 Ci 一 abme…cd 
fa Cs 二 ab…rgrercd*…h…ra, 合并 后 得 到 2 条 回路 Di 二 a… fd**…h*ra, Ds 二 berwrc 
gb. 图 7-5(b) 中 二 ab…rerwrcdr*frrra, Cs 二 ab…gr…rdc…hra，, 合并 后 得 到 一 条 回路 
D=a…fedreegeberererhe*ra， 如 果 Ci 和 Cs 没有 共同 的 边 , 那么 合并 后 仍 是 原来 的 
Ci 和 Cz 当 C 和 Cs 有 共同 的 顶点 时 , 合并 后 也 可 以 把 C, 和 C; 看 成 在 共同 顶点 处 连接 
在 一 起 的 一 条 简单 回路 . 


Eg / i ~、 2 
7 c \ / 72、N、 RN / 2 \ 
% DY 
~ 一 1 
A /i 的 
hn (@) (b) 
图 7-4 图 7-5 


对 例 7-1 中 的 基本 回路 , 有 
Cr-DC = febees 
Cr 四 C = fabhde, 
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Cs DC: = gha, ied, 
C:BC BC = fehde, 


可 以 证 明 : 连通 图 中 的 任 一 条 回路 都 可 以 表示 成 基本 回路 的 合并 . 实际 上 , 任 一 条 回 
路 必 含有 弦 , 它 等 于 对 应 所 含 弦 的 基本 回路 的 合并 . 
例如 , 对 例 7. 1 中 的 图 ， 
fghi= Cr OC OC OC, 
aceihg = COC,@C, 
acdhg = CBC, 


对 于 割 集 有 类 似 结论 . 首先 要 推广 割 集 的 概念 . 设 连通 图 G 二 二 V,E 二 , 把 V 划分 成 2 
个 不 相交 的 非 空 子 集 Vi 和 Vi, 称 S={(u,v)| (u,v)EE 且 wuEVi, vEVs}) 为 G 的 广义 制 
集 . 割 集 一 定 是 广义 割 集 ,但 广义 割 集 不 一 定 是 割 集 . 2 个 割 集 广 义 S; 和 S; 的 合并 等 于 它 
们 的 对 称 差 S, 昌 5S;. 它 仍 然 是 一 个 广义 割 集 . 例如 ,对 于 例 7. 1 中 的 基本 制 集 , 有 
SS 
Bs.= {vr pr hs 
SDB5,®mS5.= {a, b,ce)}, 


也 可 以 证 明 : 连通 图 中 任 一 广义 割 集 都 可 以 表示 成 基本 制 集 的 合并 . 与 回路 类 似 , 任 
一 广义 割 集 必 含有 树枝 , 它 等 于 对 应 它 所 含 树枝 的 基本 割 集 的 合并 . 
例如 , 对 于 例 7. 1 中 的 图 ， 
{g,，b di 一 S 中 S,， 
{a,b,d,i, f}=S,®5,®@S5, 
{a, bo de 一 S 中 S 中 S, 中 人 S.， 


下 面 介绍 最 小 生成 树 问 题 . 设 工 是 无 向 连通 带 权 图 G 王 二 V ,E,W 二 的 生成 树 , 工 中 所 
有 边 的 权 之 和 称 为 工 的 权 , 记 作 克 CT). G 的 所 有 生成 树 中 权 最 小 的 生成 树 称 为 最 小 生 
成 树 . 

最 小 生成 树 问 题 是 求 任 给 的 无 向 连通 带 权 图 的 最 小 生成 树 . 

下 面 介 绍 一 个 常用 的 求 最 小 生成 树 的 算法 , 算法 的 思想 是 每 次 取 权 尽 可 能 小 的 边 , 只 
要 它 与 已 取 的 边 不 构成 回路 , 直到 取得 一 棵 生成 树 为 止 . 这 就 是 避 圈 法 . 

避 圈 法 (Kruskal 算法 ) 

输入 : nn 阶 无 向 连通 带 权 图 G= 二 (V,E,W), 其 中 E= {ei ,es,…,e,). 

输出 : G 的 最 小 生成 树 工 . 

(1) 按 权 从 小 到 大 排列 边 , 不 妨 设 W(e) 寺 W (ey) 过 … 寺 W (e,). 

(2) 邻 TC,i<l1,k<0. 
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(3) 若 e 与 工 中 的 边 不 构成 回路 , 则 令 T<TU{(e)，&<A 十 1. 

/车 条 件 成 立 , 则 取 e ,否则 弃 去 e 
(4) 若 E< mm 一 1， 则 令 i<i 十 1, 转 (3). 
例 7.2 求 图 7-6 中 两 个 图 的 最 小 生成 树 . 


解 ” 用 避 圈 法 . 
图 7-6(a) 的 计算 过 程 如 下 . 首先 按 权 从 小 到 大 排列 边 : (a,f), (d,e), (b,c), (d,f)， 
(ase)， 《esf 有)， 《a56)， (5, 有 ), (cyd)， (ec; 有 ). 然后 依次 取 (a,f),， (dy,e), (5,c)，(d;f), 弃 


去 (a,e), (e,f), 取 (a,4b), 计算 结束 . 所 求 得 的 最 小 生成 树 如 图 7-7(a) 中 实 边 所 示 ， 
W(T)=15. 

注意 : 最 小 生成 树 不 是 唯一 的 . 在 排列 边 时 , 权 相 同 的 边 的 顺序 是 任意 的 . 例如 , 把 
(a,b) 与 (5, 了 ) 的 次 序 颠 倒 , 则 求 得 的 最 小 生成 树 中 不 是 含 (a,5), 而 是 含 (5,f)， 当 然 , 树 
的 权 仍 为 15. 

图 7-6(b) 的 计算 过 程 略 去 , 求 得 的 最 小 生成 树 如 图 7-7(b) 实 边 所 示 , W(T) 二 23. 


图 7-6 图 7-7 


7.2 根 树 及 其 应 用 


定义 7.5 一 个 有 向 图 D, 如 果 略 去 有 向 边 的 方向 所 得 无 向 图 为 一 棵 无 向 树 , 则 称 为 
有 向 树 . 

一 棵 非 平 几 的 有 向 树 , 如 果 有 一 个 顶点 的 入 度 为 0, 其余 顶点 的 入 度 均 为 1, 则 称 此 有 向 
树 为 根 树 . 入 度 为 0 的 顶点 称 为 树 根 ， 入 度 为 1、 出 度 为 0 的 顶点 称 为 树叶 ,入 度 为 1、 出 度 
大 于 0 的 顶点 称 为 内 点 ,内 点 和 树 根 统称 为 分 支点 . w 

在 画 根 树 时 , 通常 把 树 根 放 在 最 上 方 , 边 的 方向 都 向 下 或 斜 下 
方 , 并 省 掉 箭头 , 如 图 7-8 所 示 . 在 图 中 , w 为 树 根 ,vi 、vs 、vs、ve 、v 
为 树叶 ,vs vs 为 内 点 ,vo \uz 、vs 为 分 支点 . 

在 根 树 工 中 ,从 树 根 到 顶点 v 的 通路 长 度 称 为 w 的 层 数 , 记 为 
4v). 称 层 数 相同 的 顶点 在 同一 层 上 . 顶点 的 最 大 层 数 称 为 工 的 树 
高 , 记 为 h(T). 图 7-8 所 示 的 根 树 中 ,vw 在 第 0 层 上 , vi 、vs、vs 在 第 
1 层 上 ,vwvs 在 第 2 层 上 ,ve 、wi 在 第 3 层 上 , 树 高 为 3, 在 树叶 zw 、w 
上 达到 这 个 高 度 ( 注 : 有 的 书 上 规定 w 在 第 一 层 , 它 的 儿子 们 在 第 二 层 ，…… 法 

一 棵 根 树 可 以 看 成 一 棵 家 族 树 : 

(1) 若 顶点 a 邻接 到 顶点 5, 则 称 5 为 a 的 儿子 ,a 为 5 的 父亲 ; 


" L161 * 


(2) 若 4b.c 有 同一 个 父亲 , 则 称 2、c 为 兄弟 ; 

(3) 车 a 关 d, 而 a 可 达 4d, 则 称 a 为 4 的 祖先 ,d 为 a 的 后 代 . 

定义 7.6 设 了 为 一 棵 根 树 ,a 为 工 中 一 个 顶点 且 不 是 树 根 , 称 e 及 其 后 代 导 出 的 子 图 
T 为 了 的 以 a 为 根 的 子 树 ,简称 根子 树 . 

定义 7.7 如 果 对 根 树 每 一 层 上 的 顶点 规定 次 序 , 称 这 样 的 根 树 为 有 序 树 . 

次 序 可 标 在 顶点 处 ,也 可 以 标 在 边 上 , 通常 是 从 左 向 右 由 小 到 大 地 排列 ,但 不 一 定 是 连 
续 的 . 

根据 每 个 分 支点 的 儿子 数 以 及 是 否 有 序 , 可 对 根 树 分 类 如 下 . 

定义 7.8 设 T 为 一 棵 根 树 ， 

(1) 车工 的 每 个 分 支点 至 多 有 7 个 儿子 , 则 称 丁 为 r 叉 树 ; 

(2) 若 工 的 每 个 分 支点 都 恰好 有 > 个 儿子 , 则 称 工 为 > 叉 正则 树 ; 

(3) 若 工 是 ~ 又 正则 树 , 且 所 有 树叶 的 层 数 都 等 于 树 高 , 则 称 了 为 叉 完 全 正则 树 ; 

(4) 若 叉 树 工 是 有 序 的 , 则 称 工 是 > 又 有 序 树 ; 

(5) 若 r 又 正 则 树 T 是 有 序 的 , 则 称 荆 是 r 叉 正则 有 序 树 ; 

(6) 若 r 叉 完全 正则 树 T 是 有 序 的 , 则 称 工 是 ~ 叉 完全 正则 有 序 树 . 

图 7-9(a) 为 2 叉 树 ,图 7-9(b) 为 2 叉 正 则 树 , 图 7-9(c) 为 2 叉 完全 正则 树 . 如 果 再 规定 
每 一 层 上 顶点 的 次 序 , 则 它们 分 别 为 2 又 有 序 树 、2 又 正则 有 序 树 、2 叉 完全 正则 有 序 树 . 

在 所 有 的 -又 正则 有 序 树 中 ,2 又 正则 有 序 树 最 重要 . 
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(a) 7 (b) 7 (c) 刀 
图 7-9 图 7-10 


定义 7.9 设 2 又 树 开 有 上 片 树叶 viyu wy 权 分 别 为 zyr rz 称 W(T) = 


Pte 为 工 的 权 , 其 中 Lv) 是 树叶 vi 的 层 数 . 在 所 有 zt 片 树叶 ,其 权 为 tor swws ao 


的 2 叉 树 中 , 权 最 小 的 2 又 树 称 作 权 为 rw ,wws，,… ,vw 的 最 优 2 又 树 . 
图 7-10 中 所 示 的 3 棵 2 又 树 都 有 5 片 树叶 , 且 树 叶 的 权 都 是 1、3、4、5、6, 而 树 的 权 分 
别 为 W(Ti)==47,W(T,)==54,W(T,)==42. 


下 面 介绍 求 最 优 2 又 树 的 算法 . 
Huffman 算法 : 
给 定 实数 wi ,wa ，*… ,ww. 


(1) 作 z 片 树叶 , 分别 以 ww ws，…, vw, 为 权 . 
(2) 在 所 有 入 度 为 0 的 顶点 (不 一 定 是 树叶 ) 中 选 出 两 个 权 最 小 的 顶点 , 添加 一 个 新 分 
支点 , 它 以 这 2 个 顶点 为 儿子 , 其 权 等 于 这 2 个 儿子 的 权 之 和 . 
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(3) 重复 (2), 直到 只 有 1 个 人 度 为 0 的 顶点 为 止 . 

W(T) 等 于 所 有 分 支点 的 权 之 和 . 

例 7.3 求 权 为 1.3、4、5.6 的 最 优 2 又 树 . 

解 图 7-11 给 出 用 Huffman 算法 求 最 优 2 又 树 的 计算 过 程 . 图 7-11(e) 是 最 优 2 又 树 
T,W(T) 二 42. 根据 这 个 计算 结果 , 图 7-10(c) 所 示 的 树 Ts 也 是 权 为 1.3、4、5、6 的 最 优 2 
叉 树 ,因为 W(T;) 也 为 42. 可 见 ,最 优 2 又 树 不 是 唯一 的 . 
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图 7-11 
下 面 介绍 树 在 计算 机 科学 技术 中 的 2 个 应 用 . 
1. 最 佳 前 缀 码 


在 无 线 电 通信 和 计算 机 存储 中 必须 把 数字 、 字 母 和 符号 编码 成 二 进 制 串 ,通常 编码 使 用 
等 长 的 二 进 制 串 , 如 国际 通用 的 字符 编码 ASCII 码 (美国 信息 交换 标准 码 ) 使 用 7 位 二 进 制 
串 表 示 一 个 字符 . 在 某 些 特殊 情况 下 , 为 了 提高 效率 需要 使 用 不 等 长 的 编码 . 这 时 编码 必 
须 满足 一 定 的 条 件 . 例如 , 假设 用 0、1 和 10 作为 0.1 和 2 的 编码 , 那么 102、210 和 22 的 编 
码 都 是 1010. 这 样 一 来 , 当 你 收 到 1010 时 就 不 知道 译 成 这 3 个 中 的 哪 一 个 了 . 这 当然 是 不 
行 的 . 

定义 7.10 设 8=ao…o 是 长 度 为 n 的 符号 串 , 称 其 子 串 ww …w (1 二 j 二 nn) 为 B 的 
前 组 . 

设 B={B,B,，…,B,}) 是 一 个 符号 串 集 合 ,车 对 于 任意 的 i 关 j,B 与 B; 互 不 为 前 缀 , 则 称 
B 为 前 绎 码 . 只 有 2 个 符号 (如 0,1) 的 前 级 码 称 为 2 元 前 缀 码 . 

例如 ,{0,10,110,1111})、{1,01,001,000) 等 是 前 级 码 , 而 {1,11,101,001,0011}) 不 是 前 
级 码 . 

前 面 用 的 {10, 1, 10} 不 是 前 级 码 , 它 不 能 用 做 编码 . 编码 必须 是 前 缀 码 , 等 长 的 编码 自 
然 是 前 缀 码 , 只 要 不 用 同一 个 串 表 示 2 个 不 同 的 符号 . 稍微 修改 一 下 , {0, 10,11} 是 2 元 前 
级 码 , 用 0、10 和 11 分 别 表示 0、1 和 2. 这 次 不 会 出 现 上 面 的 多 对 一 的 情况 . 如 102、210 和 
22 的 编码 分 别 是 10011、11100 和 1111. 反 过 来 , 10100011101100 应 译 成 110021200. 

可 以 用 一 棵 2 叉 树 产生 2 元 前 级 码 , 具体 做 法 如 下 : 设 T 为 一 棵 2 叉 树 ,有 +t 片 树叶 . 
将 工 的 每 个 分 支点 关联 的 2 条 边 , 左 边 标 0, 右边 标 1. 若 分 支点 只 有 一 个 儿子 ,这 一 条 边 可 
以 标 0、 也 可 以 标 1. 从 树 根 到 树叶 的 通路 上 标注 的 数字 组 成 一 个 符号 串 ,把 它 记 在 这 片 树 
叶 处 . 这 样 得 到 的 上 个 二 进 制 串 构成 一 个 2 元 前 绥 码 (证 明 留 做 习题 7. 13). 

图 7-12(a) 中 的 2 元 树 产生 的 前 组 码 为 {00, 11,011,0100,0101}. 由 于 这 棵 树 不 是 正则 
的 , 树 根 的 右 儿 子 只 引出 一 条 边 . 在 这 条 边 上 也 可 以 标 0, 如 图 7-12(b) 所 示 . 这 样 产生 的 
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2 元 前 级 码 为 {00, 10,011,0100,0101}. 2 又 正则 树 只 能 产生 唯一 的 2 元 前 组 码 . 


0100] [o101 


(b) 


当 要 传输 按 着 一 定 比 例 出 现 的 符号 时 ,需要 寻找 使 用 二 进 制 数字 尽 可 能 少 的 前 级 码 . 
设 要 传输 的 电文 中 含有 + 个 字符 , 字符 a; 出 现 的 频率 为 p;, 它 的 编码 的 长 度 为 /;, 那么 100 


个 字符 的 电文 的 编码 的 期 望 长 度 是 100 2 ip:. 称 编码 期 望 长 度 最 小 的 2 元 前 级 码 为 最 佳 2 


元 前 缀 码 . 


在 用 2 又 树 产 生 2 元 前 级 码 时 , 每 个 二 进 制 串 的 长 度 等 于 它 所 在 树叶 的 深度 , 因而 权 
为 100p1，100ps，*…，,100p, 的 最 优 2 叉 树 产生 的 2 元 前 级 码 是 最 佳 2 元 前 级 码 . 于 是 , 给 
定 字 符 出 现 的 频率 , 可 以 用 Huffman 算法 产生 最 佳 2 元 前 级 码 . 

例 7.4 设 在 通信 中 ,八进制 数字 出 现 的 频率 如 下 : 


0: 30%， 


1 
: 15%， 3: 


2 
4: 10%， 
6 


求 它们 的 最 佳 前 级 码 . 


: 20% ， 


10%， 


5: 5%， 
5% 7 


5%. 


解 取 w==5,ws= 二 5,vws = 二 5,w 二 10,vws 


10,rws 王 15,ro? 一 20,ws 一 30, 用 Huffman 


算法 求 最 优 2 又 树 , 计算 结果 如 图 7-13 所 示 . 


每 片 树叶 的 权 等 于 它 对 应 的 数字 的 频率 乘 以 100. 八进制 数字 与 它 的 编码 对 应 如 下 : 
01 一 0， 11 一 1， 
001 一 2， 100 一 3， 
101 一 4， 0001 一 5， 
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00001 一 6， 00000 一 7. 

当然 , 这 种 对 应 不 是 唯一 的 , 等 长 的 码 子 可 以 互 换 ( 如 0 和 1.2.3 和 4,6 和 7) ,频率 相 
同 的 字符 的 码 子 也 可 以 互 换 ( 如 5 和 7). 其 余 的 就 不 能 随便 换 了 . 

用 上 述 最 佳 2 元 前 级 码 传输 按 上 述 频 率 出 现 的 10 000 个 八进制 数字 ,需要 使 用 二 进 制 
数字 的 期 望 个 数 为 

(3000 十 2000) X2 十 (1500 十 1000 十 1000) X3 十 500X4 十 1000X5= 一 27500. 
作为 比较 , 如 果 用 长 为 3 的 码 子 (如 000 一 0,001 一 1,…,111 一 7) 传 输 10 000 个 八进制 数 
字 , 要 用 30 000 个 二 进 制 数字 . 用 最 佳 前 级 码 节 省 2500 个 二 进 制 数字 , 约 为 8. 3%. 


2. 前 缀 符号 法 与 后 缀 符号 法 


访问 根 树 的 每 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 称 为 行 遍 或 周游 这 棵 树 . 对 于 2 又 有 序 树 有 以 下 3 
种 行 遍 方法 . 
(1) 中 序 行 遍 法 . 其 访问 次 序 为 左 子 树 . 树 根 、 右 子 树 . 
(2) 前 序 行 遍 法 . 其 访问 次 序 为 树 根 . 左 子 树 . 右 子 树 . 
(3) 后 序 行 遍 法 . 其 访问 次 序 为 左 子 树 , 右 子 树 、. 树 根 . 
当 2 又 有 序 树 不 是 正则 树 时 , 可 以 缺 省 左 子 树 或 右 子 树 . 
例如 ,对 于 图 7-14 所 示 的 根 树 ,中 序 行 遍 法 的 访问 次 序 是 
((dce)bf )algih), 
前 序 行 遍 法 的 访问 次 序 是 
a(b(lcde)f)(igh), 
后 序 行 遍 法 的 访问 次 序 是 
((dec) fo) (ghi)a. 
可 以 用 二 又 有 序 树 表示 算式 ,根据 不 同 的 行 遍 方法 产生 算式 的 不 同 表达 式 . 用 2 又 有 
序 树 表示 算式 的 方法 如 下 : 每 一 个 分 支点 上 放 一 个 运算 符 . 对 二 元 运算 符 , 它 所 在 的 分 支 
点 有 2 个 儿子 , 运算 对 象 是 以 这 2 个 儿子 为 根 的 根子 树 表 示 的 子 表 达 式 , 并 规定 被 减 数 和 
被 除数 放 在 左 子 树 上 ; 对 一 元 运算 符 , 它 所 在 的 分 支点 只 有 一 个 儿子 , 运算 对 象 是 以 这 个 
儿子 为 根 的 根子 树 表示 的 子 表 达 式 . 数字 和 变量 放 在 树叶 上 . 
例如 ,表示 算式 (Ca 十 (bxc))xd 十 e) 二 (fx*g) 的 2 又 有 序 树 如 图 7-15 所 示 . 
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中 序 行 遍 法 的 访问 结果 是 
((a@ 十 (xc)) 关 d 十 e) 二 CrFxg)， 
前 序 行 遍 法 的 访问 结果 是 
二 (十 (<( 十 aCxp)cd)e))(x fg), 
后 序 行 遍 法 的 访问 结果 是 
(Calbe x de 
由 此 可 见 , 中 序 行 遍 法 的 访问 结果 是 还 原 算式 . 需要 说 明 的 是 ， 当 算式 中 含有 一 元 运 
算 符 时 , 为 了 使 一 元 运算 符 与 它 的 运算 对 象 的 位 置 和 原 式 中 的 一 致 , 车 原 式 中 运算 对 象 位 
于 一 元 运算 符 的 后 面 ( 如 一 p), 则 应 把 一 元 运算 符 所 在 分 支点 的 儿子 画 成 右 儿子 ; 若 原 式 中 
运算 对 象 位 于 一 元 运算 符 的 前 面 (如 矩阵 转 置 4 ), 则 应 把 一 元 运算 符 所 在 分 支点 的 儿子 画 
成 左 儿 子 . 
使 去 前 序 行 遍 法 访问 结果 中 的 所 有 括号 , 得 到 
+ * axbcde* fg. 
算式 的 这 种 表达 式 称 作 前 缀 符号 法 或 波兰 符号 法 . 采用 前 级 符号 法 时 , 如 下 计算 算式 : 从 
右 到 左 ,每 个 运算 符 对 它 后 面 紧 邻 的 两 数 ( 可 能 是 前 面 运算 的 结果 ) 进 行 运算 . 
例如 , 设 a=b 二 c==2, 4 二 1, e 二 /二 g 王 3, 上 式 的 计算 过 程 如 下 : 
二 上 < 十 2<*2213 *33 
二 * 十 2 *22139 
一 二 * 十 24139 
二 上 *6139 
二 十 639 
二 99 
1 
舍 去 后 序 行 遍 法 访问 结果 中 的 所 有 括号 ,得 到 
abcx +dxet fg* =. 
算式 的 这 种 表达 式 称 作 后 缀 符号 法 或 逆 波 兰 符 号 法 . 采用 后 级 符号 法 时 , 如 下 计算 算式 : 
从 左 到 右 ,每 个 运算 符 对 它 前 面 紧 邻 的 两 数 ( 可 能 是 前 面 运算 的 结果 ) 进 行 运算 . 
例如 , 对 上 面 的 数据 , 该 式 的 计算 过 程 如 下 : 
2 22 和 十 13#3 十 33 关 二 
24 十 1*3 十 33* 二 
人 关 3 直 333 二 
63 十 33* 二 
938% 二 
99 二 
1 


“ 6 二 


7.3 题 例 分 析 


例 7.5 一 例 7. 10 是 选择 题 . 

例 7.5 计算 非 同 构 无 向 树 的 个 数 . 

(1) 2 个 顶点 非 同 构 的 无 向 树 有 |[A| 樟 ; 

(2) 4 个 顶点 非 同 构 的 无 向 树 有 |B| 棵 ; 

(3) 6 个 顶点 非 同 构 的 无 向 树 有 |C| 棵 . 

供 选 择 的 答案 

A\B.C: ODO1;@2;@3;@4;©®5;@6;D7;®8;@9;M10;D11;D1. 

答案 A: @; B;: @;C: ©@. 

分 析 以 (3) 为 例 分 析 顶 点 个 数 较 小 的 情况 下 画 非 同 构 树 的 方法 . 顶点 数 "一 6, 罗 一 
6 一 1 一 5, 总 度数 为 2X5 王 10, 每 个 顶点 的 度数 都 大 于 等 于 1 且 小 于 等 于 5, 因而 顶点 度数 


O 


分 配 情况 如 下 : 
Cay 
(D1 1 1 1 2 4 
LE 1 
Ca 2 
(el 1222 2. 


根据 每 种 度数 分 配 情况 ,将 非 同 构 的 树 都 画 出 来 : (a)、(b)、(c)、(e) 各 有 1 棵 ,而 (d) 有 
2 棵 非 同 构 的 , 共 6 棵 非 同 构 的 树 , 如 图 7-16 所 示 . 


sse 站 


(a) (b) (©) (d) (一 ) (d) (二 ) (e) 
图 7-16 


例 7.6 (1) 在 一 棵 树 中 有 ?7 片 树叶 ,3 个 3 度 顶 点 ,其 余 都 是 4 度 顶 点 , 则 该 树 有 |Al 个 
4 度 顶 点 ; 
(2) 一 棵 树 有 2 个 4 度 顶点 ,3 个 3 度 顶点 ,其 余 的 都 是 树叶 , 则 该 树 有 |Bj 片 树叶 ; 
(3) 一 棵 树 中 有 ni 个 顶点 的 度数 为 i ,i 二 2.3,…,k, 而 其 余 的 顶点 都 是 树叶 , 则 该 树 中 
有 |C| 片 树叶 . 
本 题 中 的 树 均 指 无 向 树 . 
供 选 择 的 答案 
AB:O1IO2@35040950607@58095:0l10;011. 
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CO Pn; @ Dini; @ DDn; @O 2 0G— n+t2. 
i=2 i=3 i=3 i=3 
答案 A: @; B: @; C: @. 
分 析 (1) 设 有 zz 个 4 度 顶 点 . 则 顶点 数 n 为 7 十 3 十 x 二 10 十 x, 边 数 黄 二 n 一 1 二 9 十 xz. 
由 握手 定理 可 知 


4z 十 3XX3 十 7 三 2(9 十 z)， 


(2) 类 似 (1). 
(3) 该 树 的 阶 数 记 二 六 mn 十 四， 为 树叶 数 , 则 边 数 几 一 六 岂 十 由 一 1 由 握手 定 
理 得 ， 本 和 
2m 一 D2 十 2m 一 2 一 Dm 二 nm. 


解 得 ni == DG n+2. 
例 7.7 在 图 7-17 所 示 的 连通 图 中 , 实 边 是 一 棵 生成 树 , 记 作 工 . 
(1) 对 应 于 工 的 基本 回路 有 |AI 个 ; 
(2) 对 应 于 了 的 基本 割 集 有 |B| 个 ; 
(3) 对 应 于 弦 记 的 基本 回路 为 |Cj， 
(4) 对 应 于 树枝 4 的 基本 制 集 为 |D|. 图 7-17 
供 选 择 的 答案 
AB:OD192@3s0495@607:@5. 
C: ©O hge; @ hgde; 加 hgdab; @ hfe. 
Bi Bar® beoeh)}s ©@ therdy pi: 
答案 A: @; B: @; C: @; D: ©. 
分 析 图 7-17 中 顶点 数 n==5, 边 数 mm 二 8， 生成 树 工 中 的 树枝 数 为 一 1 一 4, 弦 数 为 
m 一 n 十 1 二 4, 所 以 对 应 于 了 的 基本 回路 数 和 基本 制 集 数 都 应 为 4. 在 基本 回路 中 有 而 且 仅 
有 一 条 弦 , 其 余 的 边 均 为 树枝 ,因而 有 对 应 的 基本 回路 应 为 hgdab. 在 基本 割 集中 有 且 仅 有 
一 条 树枝 ,其 余 的 边 均 是 改 ,因而 5 对 应 的 基本 制 集 应 为 (6,c,e,h}. 
例 7.8 图 7-18 给 出 两 个 带 权 图 . 
(1) 图 (a) 中 最 小 生成 树 的 权 为 [A|; 
(2) 图 (b) 中 最 小 生成 树 的 权 为 |[B|. 
供 选 择 的 答案 
A:B: © 10; © 14; ®@ 15; @ 20; © 21; © 225 © 23; ® 24; © 25; @ 26; DD 27; 
@ 28. 
答案 A: @; B: @. 
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图 7-18 


提示 “用 避 圈 法 各 求 一 棵 最 小 生成 树 ,然后 计算 它们 的 权 . 

例 7.9 用 Huffman 算法 求 权 为 2.3.5.7、8 的 最 优 2 又 树 工 . 
(1) 工 的 权 为 |Aj; 
(2) 荆 中 有 | 到 片 树叶 ,IC 个 2 度 顶 点 ,|DI 个 3 度 顶 点 ,El 个 4 度 顶点 ; 
(3) 工 的 高 度 为 |F|. 


A: © 40; ©@ 45; ®@ 50; @ 55; @ 60. 
B.CDE.F: O00; ©@1;®2;@3;®4;©®5;©6;@®7; 8. 
答案 A: @; B: @; C: @; D.: @; E: O;F: @. 25 
分 析 用 Huffman 算法 画 一 棵 最 优 2 又 树 , 如 图 7-19 所 示 , 根据 
树 回 答 以 上 各 问题 . ™ 性 
例 7.10 (1) 求 一 棵 权 为 1.2、3、4、5、5.5、7.5 的 最 优 3 叉 树 , 其 权 5 sy 
为 [A|; 
(2) 求 一 棵 权 为 1. 5、2.5、3、4、5.6 的 最 优 3 又 树 ,其 权 为 |B|. a i 
供 选择 的 答案 


A.B: © 30; ©@ 35; ©@ 37; @ 45; © 47; © 48; © 48.5; ®@ 50; ©@ 52; @ 55. 
答案 A: @; B: @. 
分 析 解 本 题 要 用 到 Huffman 算法 的 推广 算法 . 元 正则 树 的 分 支点 数 * 与 树叶 数 
之 间 满 足 
(r=Ds=+=1. 
因而 , 求 最 优 又 树 时 应 分 两 种 情况 讨论 . 


第 一 种 情况 : 二 为 整数 时 ,说 明 所 求 树 为- 元 正则 树 ,可 仿 Huffman 算法 求 最 优 


元 树 . 每 次 引入 一 个 新 顶点 作为 -个 权 最 小 人 度 为 0 的 顶点 的 父亲 , 其 权 等 于 这 7 个 顶点 
的 权 之 和 . 


第 二 种 情况 ,全 了 余数 为 ;,1<i<r 一 2. 这 说 明 所 求 树 是 非 正则 的 ， 此 时 首先 将 ;十 1 


个 权 最 小 的 树叶 作为 兄弟 , 引入 一 个 新 顶点 作为 它们 的 父亲 ,然后 仿 Huffman 算法 即 可 . 
*。169。 


全 1 一 和 全] 一 3, 说 明 所 求 最 优 树 是 3 元 正则 树 ， 求 出 的 树 如 图 7-20(a) 所 示 , 权 为 
48. 5. 22 

(2) 乞 了 一 5+ 一 六 ,余数 i 二 1, 说 明 所 求 树 不 是 发 1 
正则 的 ,首先 合并 2 个 最 小 的 权 1.5、2. 5 对 应 的 树叶 ， 镀 记 信和 
所 求 树 如 图 7-20(b) 所 示 , 权 为 37. 1 234555 15 25 

例 7.11 设 工 是 zz 二 2) 阶 无 向 树 , 太 为 工 的 对 (a) (b) 

偶 图 ,证 明 : 图 7-20 

(1) 是 简单 图 ; 

(2) 工 是 二 部 图 ; 

(3) 工 是 平面 图 ; 

(4) 工 不 是 欧 拉 图 ; 

(5) 工 不 是 哈密 顿 图 . 

(6) T 是 平面 图 ; 

(7) T 是 欧 拉 图 ; 

(8) T 是 哈密 顿 图 ; 

(9) 人 不 是 简单 图 ; 

(10) T’* 不 是 二 部 图 . 

证 ”通过 本 题 加 深 对 二 部 图 .平面 图 、 树 . 欧 拉 图 .哈密 顿 图 等 基本 概念 及 相互 之 间 的 关 
系 的 理解 . 

(1) 树 是 连通 无 回路 (初级 或 简单 回路 ) 的 无 向 图 ,因而 工 不 可 能 有 环 ( 环 是 长 度 为 1 的 
回路 ) ,也 不 可 能 有 平行 边 ( 关 联 两 个 顶点 的 平行 边 构 成 长 度 为 2 的 回路 ) ,根据 简单 图 的 定 
义 , 工 是 简单 图 . 

(2) 由 于 了 中 无 回路 ,当然 也 没有 长 度 为 奇数 的 回路 ,由 定理 6. 1 可 知 ,T 是 二 部 图 . 

(3) 注意 到 Ks 和 K;,; 都 有 回路 , 而 消去 和 插入 2 度 顶 点 以 及 收缩 边 都 不 会 删 去 图 中 
的 回路 . 由 于 工 中 无 回路 ,因而 工 中 没有 可 以 收缩 到 天: 的 子 图 ,也 没有 可 以 收缩 到 KK;,s 的 
子 图 (没有 与 Ks 同 胚 的 子 图 ,也 没有 与 Ks:.: 同 胚 的 子 图 ). 根据 库 拉 图 斯 基 定 理 ,T 是 平 
面 图 . 

(4) 工 中 无 回路 , 当然 也 没有 欧 拉 回 路 , 故 不 是 欧 拉 图 . 

(5) 同样 地 ，T 中 无 回路 ,当然 也 没有 哈密 顿 回 路 , 故 不 是 哈密 顿 图 . 

(6) 平面 图 的 对 偶 图 都 是 平面 图 , 树 了 是 平面 图 , 它 的 对 偶 图 T 是 平面 图 . 

(7) 树 工作 为 平面 图 , 只 有 一 个 外 部 面 Re, 没有 内 部 面 , 因 而 工 的 对 偶 图 T* 只 有 一 
个 顶点 wi . 工 的 所 有 边 均 为 桥 , 所 以 并 的 所 有 边 均 为 过 we 的 环 . 也 就 是 说 , T* 由 一 个 顶 
点 wi 及 过 wi 的 若干 个 环 组 成 . 显然 , T* 连通 且 无 奇 度 顶点 . 由 定理 6. 4 可 知 ,T* 是 欧 
拉 图 . 

(8) 因为 ?之 2, 工 中 至 少 有 一 条 边 , 从 而 T* 中 至 少 有 一 个 环 . 而 T* 中 任何 一 个 环 就 
是 一 条 哈密 顿 回路 ,所 以 工 是 哈密 顿 图 . 

Ee y/o 


CY 


(9) 因为 了 有 环 ,所 以 不 是 简单 图 . 
(10) 环 是 奇数 长 度 的 回路 ,由 定理 6.1 知 , 工 不 是 二 部 图 . 


习 题 


7.1 设 无 向 树 T 了 有 3 个 3 度 .2 个 2 度 顶 点 ,其 余 顶 点 都 是 树叶 , 问 工 有 几 片 树叶 ? 

7.2 设 无 向 树 工 有 ?7 片 树 叶 , 其 余 顶 点 的 度数 均 为 3, 求 工 中 3 度 顶 点 数 ,能 夯 出 几 棵 
具有 此 种 度数 的 非 同 构 的 无 向 树 ? 

7.3 ”对 于 具有 k(k 宇 2) 个 连通 分 支 的 森林 ,恰好 加 多 少 条 新 边 能 使 所 得 图 为 无 向 树 ? 

7.4 已 知 n(n 宇 2) 阶 无 向 简单 图 G 有 nn 一 1 条 边 ,G 一 定 为 树 吗 ? 

7.5 试 画 出 度数 列 为 1,1,1,1,2,2,4 的 所 有 非 同 构 的 7 阶 无 向 树 . 

7.6 画 出 图 7-21 所 示 无 向 图 的 所 有 非 同 构 的 生成 树 . 


图 7-21 


7.7 在 图 7-22 所 示 的 无 向 图 G 中 , 实 线 边 所 示 的 子 图 为 G 的 一 棵 生成 树 工 , 求 G 对 
应 于 T 的 基本 回路 系统 和 基本 割 集 系统 . 
7.8 求 图 7-23 所 示 两 个 带 权 图 的 最 小 生成 树 ,并 计算 它们 的 权 . 


图 7-23 


7.9 8421 码 用 4 位 二 进 制 串 的 前 10 个 作为 十 进 制 数字 的 代码 ， 即 0 一 0000， 
1 一 0001，…，9 一 1001. 
(1) 写 出 7201 和 1509 的 编码 . 
(2) 写 出 0101000110000111 和 0011010100100100 代表 的 十 进 制 数 . 
7.10 下 面 给 出 的 符号 串 集合 中 ,哪些 是 前 缀 码 ? 
Bi = {0,10,110,1111}; 
B= {1301,001;000}; 
Bs = {1,11,101,001,0011); 
B, = {b,csaa vac aba ,ab ,abc}; 
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了 Bi; = {o,cyayaayacyaba ,abb ,abc)}. 


7.11 利用 图 7-24 中 给 出 的 2 叉 树 和 3 又 树 , 分 别 产生 一 个 2 元 前 缀 码 和 一 个 3 元 前 


时 果品 


图 7-24 图 7-25 


7.12 利用 图 7-25 中 的 2 叉 树 产生 一 个 2 元 前 级 码 , 用 它 作 为 八进制 数字 的 代码 ,对 
应 关系 标 在 图 中 的 树叶 处 . 

(1) 写 出 八进制 数字 的 代码 . 

(2) 写 出 八进制 数 6014 和 1725 的 编码 . 

(3) 写 出 11001010100 和 01111100100 代表 的 八进制 数 . 

7.13 证 明定 义 7.11 下 面 叙述 的 用 2 又 树 产生 2 元 前 组 码 的 做 法 是 正确 的 . 

7.14 图 7-26 给 出 的 2 又 树 表 达 一 个 算式 . 

(1) 给 出 这 个 算式 的 表达 式 ， 
(2) 给 出 算式 的 波兰 符号 法 表达 式 ; 
(3) 给 出 算式 的 道 波 兰 符号 法 表达 式 . 

(4) 设 a=4, 6=3, c==1, d= 二 3, e 二 3, f=1, g 二 2, hh 二 3, i 二 2, j= 二 1, 分 别 用 波兰 符 
号 法 表达 式 和 逆 波 兰 符 号 法 表达 式 计算 这 个 算式 . 


图 7-26 


7.15 用 一 棵 2 又 树 表示 下 述 命题 公式 , 并 写 出 它 的 前 组 符号 法 表达 式 和 后 缀 符号 法 
表达 式 ， 
((p V9) MAT > (mp Ng) > (gq Vn)). 
题 7. 16 一 题 7. 18 的 要 求 是 从 供 选 择 的 答案 中 选 出 填 入 叙述 中 的 方 框 | | 内 的 正确 
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7.16 计算 非 同 构 的 根 树 的 个 数 . 
(1) 2 个 顶点 非 同 构 的 根 树 有 |Al 个 ; 
(2) 3 个 顶点 非 同 构 的 根 树 有 |B 
(3) 4 个 顶点 非 同 构 的 根 树 有 |C 
(4) 5 个 顶点 非 同 构 的 根 树 有 IDI 个 . 
供 选择 的 答案 
A.B.C.D: ODO1; ©@2;®3;@4;®5;©6;07;®8;Q@;010. 
7.17 设 7 个 字母 在 通信 中 出 现 的 频率 如 下 : 

a: 35%, b: 20%， 

c: 15%，d: 10%， 

e: 10%, f: 5%, 

本 志 5%. 
编 一 个 最 佳 2 元 前 级 码 . 在 这 个 前 级 码 中 ,a、b、c.d、e、f、g 的 码 长 分 别 是 


下 


; 
; 


分 


slElslBlslGl, 


传输 10! 个 按 上 述 比 例 出 现 的 字母 需要 HI 个 二 进 制 数字 . 
供 选 择 的 答案 
A\B.C.DE.F.G: OO 1; @®2;®3;@4;@®5;®i. 
H: © 20000; @ 25000; @ 25500. 
7.18 给 定 算式 
{[C(at+b) x*e] x (di+e)}—[f—(g*h)]. 
此 算式 的 波兰 符号 法 表达 式 为 |A| , 逆 波 兰 符号 法 表达 式 为 |B|. 
供 选 择 的 答案 
A.B: © —xxatbctdef—g*h; © —xxtabct+de—f* gh; 
图 x*—x*+tabctde—f*gh; Qabtcx* det+* fghx*——; 
© ap 十 cx det+ * ghx f——. 
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比 3 章 组 台 分 析 初 步 


组 合 数学 主要 是 研究 事物 在 给 定 条 件 下 的 配置 问题 . 该 配置 是 否 存在 ? 所 有 可 能 配置 
的 计数 和 分 类 以 及 在 某 种 限制 下 的 最 佳 配置 等 . 组 合 分 析 的 方法 不 仅 应 用 于 物理 学 、 化 学 、 
生物 科学 等 领域 ,而 且 对 计算 机 科学 的 发 展 也 起 了 重要 的 作用 . 图 论 曾 经 是 组 合 数学 的 一 
个 组 成 部 分 ,目前 已 独立 出 去 . 但 组 合 数学 仍 含有 极其 丰富 的 内 容 . 限于 篇 幅 , 本 章 只 能 就 
组 合 分 析 中 有 关 排 列 组 合 以 及 递 推 的 计数 方法 作 一 点 介绍 . 


8.1 加 法 法 则 和 乘法 法 则 


加 法 法 则 和 乘法 法 则 是 组 合计 数 的 两 个 基本 原则 . 

加 法 法 则 ”如 果 事 件 A 有 pp 种 产生 的 方式 ,事件 B 有 g 种 产生 的 方式 , 则 事件 “A 或 
B” 有 p 十 g 种 产生 的 方式 . 

例如 , 某 学 生 从 2 门 数学 课程 和 4 门 计算 机 课程 中 任意 选择 一 门 课 程 的 方法 是 2 十 4 一 
6 种 . 

使 用 加 法 法 则 的 时 候 要 特别 注意 事件 A 和 事件 B 产生 的 方式 不 能 重 番 , 即 一 种 产生 的 
方式 只 能 属于 其 中 的 一 个 事件 ,而 不 能 同时 属于 两 个 事件 . 

例如 ,有 5 个 学 生 选 学 英语 或 德语 ,其 中 有 4 人 学 英语 ,3 人 学 德语 . 那么 选 出 一 名 学 英语 
或 德语 学 生 的 方法 数 不 是 4 十 3==7, 而 是 5, 这 是 因为 选 英语 和 德语 的 学 生 可 能 是 同一 名 学 生 . 

加 法 法 则 的 使 用 可 以 由 两 个 事件 推广 到 个 事件 (z 是 大 于 等 于 2 的 整数 ). 这 就 是 说 ， 
事件 Ai 有 pi 种 产生 的 方式 ,事件 As 有 p: 种 产生 的 方式 ,… ,事件 A, 有 zp, 种 产生 的 方式 ， 
且 其 中 任何 两 个 事件 产生 的 方式 都 不 重 又 ,那么 事件 “A 或 A 或 …A, "产生 的 方式 为 pi 十 
pz 十 … 十 p, 种 . 

乘法 法 则 ”如 果 事 件 A 有 zp 种 产生 的 方式 ,事件 B 有 g 种 产生 的 方式 , 则 事件 “A 与 
B” 有 pg 种 产生 的 方式 . 

例如 , 某 学生 从 2 门 数学 课程 和 4 门 计算 机 课程 中 选 出 1 门 数学 课 和 1 门 计算 机 课 的 
方法 有 2X4=8 种 . 

使 用 乘法 法 则 的 时 候 也 要 注意 一 个 条 件 , 即 事件 A 与 事件 B 要 互相 独立 . 就 是 说 ,对 
事件 A 产生 方式 的 选择 不 影响 对 事件 B 产生 方式 的 选择 ;反之 ,对 事件 B 产生 方式 的 选择 
也 不 影响 对 事件 A 产生 方式 的 选择 . 

例如 ,从 集合 {1,2,3} 中 选取 数字 构成 不 同 数字 的 两 位 数 . 这 些 两 位 数 的 十 位 和 个 位 数 
字 都 可 以 从 1、2、3 中 选取 . 但 当 十 位 数字 选 定 以 后 ,由 于 数字 不 能 重复 ,个 位 数字 的 选 法 就 
不 是 3 种 而 是 2 种 了 . 这 说 明 十 位 与 个 位 数字 的 3 种 选 法 不 互相 独立 . 所 以 ,不 同 的 两 位 数 
的 个 数 不 是 3X3==9, 而 是 3X2=6. 

类 似 于 加 法 法 则 ,乘法 法 则 的 使 用 也 可 以 推广 到 个 事件 . 
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例 8.1 由 数字 1.2、3、4、5 构成 3 位 数 . 

(1) 如 果 3 位 数 的 各 位 数字 都 不 相同 ,那么 有 多 少 种 方法 ? 
(2) 如 果 这 些 3 位 数 必 须 是 偶数 , 则 有 多 少 种 方法 ? 

(3) 这 些 3 位 数 中 可 以 被 5 整除 的 有 多 少 个 ? 

(4) 这 些 3 位 数 中 比 300 大 的 有 多 少 个 ? 

解 由 乘法 法 则 可 得 


CE 5X4X3 一 60. 

(2) 个 位 数字 只 能 取 2 和 4. 十 位 和 百 位 各 有 5 种 方法 ,总 方法 数 是 
2X5X5 一 50. 

(3) 个 位 数字 只 能 取 5, 十 位 和 百 位 数字 的 取 法 同 (2). 总 方法 数 是 
1X5X5 一 25. 

(4) 百 位 数字 可 取 3 .4 或 5, 十 位 和 个 位 数字 各 有 5 种 取 法 ,总 方法 数 是 
3X5X5 一 75. 


例 8.2 设 甲 . 乙 丙 是 3 个 城市 ,从 甲 城 到 乙 城 往返 可 以 乘 飞 机 、 火 车 ,也 可 以 乘 船 . 从 
乙 城 到 丙 城 往返 可 以 乘 飞 机 和 火车 . 从 甲 城 不 经 过 乙 城 到 丙 城 往返 可 以 乘 飞 机 和 火车 . 问 
(1) 从 甲 城 到 丙 城 可 以 有 多 少 种 不 同 的 方法 ? 
(2) 从 甲 城 到 丙 城 ,最 后 又 回 到 甲 城 有 多 少 种 方法 ? 其 中 经 过 乙 城 的 有 多 少 种 ? 
解 (1) 从 甲 城 经 过 乙 城 到 丙 城 有 3X2 种 方法 . 从 甲 城 直接 到 丙 城 有 2 种 方法 . 由 加 
法 法 则 ,共有 
3X2 十 2 一 8 
种 方法 . 
(2) 走 法 有 以 下 4 种 : 
甲 一 乙 一 两 一 乙 一 甲 : 3X2X2X3=36. 
甲 一 乙 一 两 一 甲 : 3X2X2=12. 
甲 一 丙 一 乙 一 甲 : 2X2X3 一 12. 
甲 一 两 一 甲 : 2X2 一 4. 
由 加 法 法 则 ,总 方法 数 是 
36 十 12 十 12 十 4 一 64. 
其 中 经 过 乙 城 的 有 64 一 4 一 60 


8.2 基本 排列 组 合 的 计数 方法 


先 看 下 面 的 例子 . 
例 8.3 (1) 从 11,2,…,9} 中 选取 数字 构成 4 位 数 . 如 果 要 求 每 个 数字 都 不 相同 , 问 有 
多 少 种 方法 ? 
(2) 从 {1,2,…,9} 中 选取 数字 构成 4 位 数 , 问 有 多 少 种 方法 ? 
具体 的 做 法 是 先 选 取 千 位 的 数字 ,然后 依次 选 百 位 .十 位 和 个 位 的 数字 . 对 于 同样 的 4 
个 数字 ,如 果 选 择 的 顺序 不 同 就 会 得 到 不 同 的 4 位 数 . 比如 说 ,4357 和 5734 是 不 同 的 4 位 
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数 . 这 两 个 问题 都 是 从 某 个 集合 中 有 序 地 选取 若干 个 元 素 的 问题 , 称 之 为 排列 问题 . 它们 
的 不 同 之 处 仅 在 于 问题 (1) 中 不 允许 出 现 相 同 的 数字 , 即 不 允许 重复 选取 ,而 在 问题 (2) 中 人 允 
许 重复 选取 . 

例 8.4 (1) 从 5 种 不 同 的 球 中 每 次 取 3 个 不 同 的 球 , 问 有 多 少 种 方法 ? 

(2) 从 5 种 不 同 的 球 中 (每 种 球 至 少 有 3 个 ) ,每 次 取 3 个 球 , 问 有 多 少 种 方法 ? 

这 两 个 问题 的 取 法 数 仅 与 选取 的 是 哪 几 个 球 有 关 而 与 取 球 的 次 序 无 关 . 它们 都 是 从 某 
个 集合 中 无 序 地 选取 若干 个 元 素 的 问题 , 称 之 为 组 合 问题 . 它们 的 区 别 仅 在 于 问题 (1) 的 选 
取 不 允许 重复 ,而 问题 (2) 的 选取 允许 重复 . 

由 这 两 个 例题 可 以 看 出 ,这 类 选取 问题 可 以 根据 是 否 有 序 、 是 否 允 许 重复 ,而 划分 成 
4 种: 

不 允许 重复 的 有 序 选 取 一 一 集合 的 排列 ; 

允许 重复 的 有 序 选 取 一 一 多 重 集 的 排列 ; 

不 允许 重复 的 无 序 选 取 一 一 集合 的 组 合 ; 

允许 重复 的 无 序 选取 一 一 多 重 集 的 组 合 . 
下 面 分 别 讨论 有 关 的 计数 方法 . 

定义 8.1 从 个 元 素 的 集合 S 中 有 序 选取 的 个 元 素 叫 做 S 的 一 个 ~ 排列 ,不 同 的 
排列 总 数 记 作 Pi( 或 Pn,7))， 如 果 > 一 2 则 称 这 个 排列 为 S 的 全 排列 ,简称 为 S 的 排列 . 

显然 当 r 二 n 时 ,P;==0. 

定理 8.1 对 满足 rn 的 正 整数 x 和 x 有 

已 一 ?22 一 1)…(2 一 r 十 1). 

证 明 ”从 个 不 同 的 元 素 中 选取 第 1 个 元 素 的 方法 有 ?7 种 . 当 第 1 个 元 素 选 好 后 ,只 

能 从 剩 下 的 一 1 个 元 素 中 选取 第 2 个 元 素 , 有 "一 1 种 方法 ,…, 最 后 1 个 元 素 只 能 从 剩 下 


的 n 一 (r 一 1) 个 元 素 中 选取 .由 乘法 法 则 ,不 同 的 选 法 数 是 n(n 一 1)…(n 一 r 十 1). 国 
如 果 令 1 二 n(n 一 1)…2X1, 且 规定 0!==1, 则 有 
El 
P (n—r)! 


当 n 宇 0 时 ,定义 P= 二 1, 这 恰好 与 上 式 计 算 的 结果 相符 . 当 r=n 时 ,有 Pr 二 nl. 

例 8.5 在 5 天 内 安排 3 门 课程 的 考试 ， 

(1) 若 每 天 只 人 允许 考 1 门 ,有 多 少 种 方法 ? 

(2) 若 不 限制 每 天 考试 的 门 数 , 有 多 少 种 方法 ? 

解 (1) 从 5 天 中 有 序 选 取 3 天 ,不 允许 重复 ,其 选 法 数 为 

N= Pi=5X4X3=60. 
(2) 每 门 考试 都 有 5 种 独立 的 选 法 . 由 乘法 法 则 总 选 法 数 为 
N=5X5X5=125. 

例 8.6 排列 26 个 字母 ,使 得 在 a 和 2 之 间 正 好 有 7 个 字母 , 问 有 多 少 种 排 法 ? 

解 以 “排头 2 排 尾 .中 间 恰 含 7 个 字母 的 排列 有 P2 种 . 同 理 以 4b 排头 .a 排 尾 .中 间 
恰 含 7 个 字母 的 排列 也 有 P325 种 . 由 加 法 法 则 ,以 和 2 为 两 端的 9 个 字母 的 排列 有 2P& 
种 . 把 一 个 这 样 的 排列 看 成 一 个 整体 ,再 与 剩 下 的 17 个 字母 进行 全 排列 就 得 到 所 求 的 排 
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列 . 全 排列 的 方法 有 18! 种 . 根据 乘法 法 则 ,所 求 的 排列 数 是 
N=2PY, X18!=36X241. 
以 上 讨论 的 排列 确切 地 说 应 该 叫做 线形 排列 .如果 把 集合 的 元 素 排 成 一 个 环 ,那么 排 
列 数 将 会 减少 . 例如 ,排列 15267 与 排列 52671 是 不 同 的 排列 ,但 首尾 相 接 成 环 时 就 是 同一 
个 环 排列 了 . 
定理 8.2 一 个 nn 元 集 S 的 环形 ~ 排列 数 是 
| nl 


二 rn) 
如 果 7 二 nn, 则 S 的 环 排列 数 是 (x 一 1)1. 

证 明 把 S 的 所 有 线形 x 排列 分 成 组 ,使 得 同 组 的 每 个 线形 排列 可 以 连接 成 同一 个 环 
排列 . 因为 每 组 中 恰 含 有 > 个 线形 排列 ,所 以 ,S 的 环形 -~ 排列 数 N= 二 Pi/r， 当 r==n 时 ,S 
的 环 排列 数 为 P?*/z 一 (一 1)1. 

例 8.7 (1) 10 个 男孩 与 5 个 女孩 站 成 一 排 , 如 果 没 有 两 个 女孩 相 邻 , 问 有 多 少 种 
方法 ? 

(2) 10 个 男孩 与 5 个 女孩 站 成 一 个 圆圈 ,如 果 没 有 两 个 女孩 相 邻 , 问 有 多 少 种 方法 ? 

解 ”把 男孩 看 成 格子 分 界 , 每 两 个 男孩 之 间 看 成 一 个 空 

(1) 男孩 组 成 格子 的 方法 数 是 PN. 对 于 每 一 种 组 法 有 11 个 空格 可 以 放 女孩 ,有 Pi 种 
放 法 . 根据 乘法 法 则 所 求 的 排列 数 是 

N=PRPh = 

(2) 男孩 组 成 格子 的 方法 数 是 10 个 元 素 的 环 排列 数 P88/10, 而 女孩 放 入 10 个 格子 的 

方法 数 是 Pi。. 由 乘法 法 则 总 排列 数 是 
N=PR/10X Ph = 

定义 8.2 ”从 元 集 S 中 无 序 选 取 的 个 元 素 叫 做 S 的 一 个 r 组 合 ,不 同 组 合 的 总 数 
记 作 CI, CCCzr) 或 人 2)). 当 2 三 0 时 ,规定 C=1. 

显然 , 当 ?时 ,有 C 一 0. 

定理 8.3 对 一 切 r<n, 有 已 一 ~!C5 , 即 


C: = 


nl 
rn 


证 明 先 从 ?个 元 素 中 选 出 ~ 个 元 素 , 有 CGC; 种 选 法 . 对 于 每 一 种 选 法 ,再 把 选 出 的 -个 
元 素 排列 起 来 ,有 ~! 种 排 法 . 每 一 种 排 法 就 对 应 于 元 集 的 一 个 x 排列 . 由 乘法 法 则 ,n 个 
元 素 的 ~ 排列 数 是 


忆 = Cr!, 
即 
i nl 
CG rl rla—nD! 本 
推论 对 一 切 r<n 有 Cs; 二 Cx ". 
证 明 CI 一 一 2! | Co 


一 
= 7 本 


例 8.8 在 平面 上 给 定 25 个 点 ,其 中 任意 3 点 都 不 共 线 . 过 2 点 可 以 作 一 条 直线 ,以 3 
个 点 为 顶点 可 以 作 一 个 三 角形 . 问 这 样 的 直线 和 三 角形 有 多 少 个 ? 


解 直线 数 
2 25! _ 
N= C= 21X21 一 300. 
三 角形 数 
rao 25! _ 
N: = Cs = 31Tx221 ™ 2300 


例 8.9 从 1,2,…,300 之 中 任 取 3 个 数 ,使 得 它们 的 和 能 被 3 整除 , 问 有 多 少 种 方法 ? 
解 把 1,2,…,300 分 成 A、.B.C 3 个 组 . 

A= {zx|z==1(mod 3)}, 

B= {x |zx=2(mod 3)), 

C= {rx|zx=0(mod 3)}. 

设 任 取 3 个 数 为 i、j、k, 那 么 选取 是 无 序 的 有 旦 满足 i 十 j 十 k 三 0(mod 3). 将 选 法 分 成 
两 类 ， 

ij 都 取 自 同一 组 ,方法 数 Ni 一 3Cio ; 

ij 分别 取 自 A、B、C, 方 法 数 Ne 一 (Cio). 由 加 法 法 则 ,总 取 法 数 

N = 3Ciw 十 (Cio)3 = 1 485 100. 

定理 8.4 设 S 为 n 元 集 , 则 S 的 子 集 总 数 是 

2 = +C+ t+:. 

证 明 对 于 r= 二 0,1,…,n,S 的 每 个 ~ 子 集 就 是 S 的 一 个 ~ 组 合 ,而 C; 就 是 S 的 r 子 集 

数 . 由 加 法 法 则 ,5S 的 子 集 数 是 
GG rt 

另 一 方面 ,在 构成 S 的 某 个 子 集 时 可 以 对 每 个 元 素 有 两 种 选择 ,属于 该 子 集 或 不 属于 
该 子 集 . 根据 乘法 法 则 ,n 个 元 素 的 选 法 数 是 2*, 即 S 的 子 集 数 为 2". 国 

在 第 3 章 曾 经 说 过 这 个 定理 可 以 由 二 项 式 定理 得 到 ,而 这 里 使 用 的 是 组 合 分 析 的 证 明 
方法 . 这 种 方法 在 证 明 组 合 恒等式 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

为 了 解决 可 重复 选取 的 计数 问题 ,我 们 先 引 入 多 重 集 的 概念 . 多重 集 是 元 素 可 以 多 次 
出 现 的 集合 . 通常 把 某 个 元 素 a; 出 现 的 次 数 n;(n; 二 0,1,… ,0) 叫 做 该 元 素 的 重复 度 . 如 果 
多 重 集 S 中 含有 k 种 不 同 的 元 素 cl ,ez ,…',ax :那么 可 以 把 S 记 为 

{ne a nz * dass os, Np ag}. 
例如 ,多 重 集 S 二 {3。，a, 2。b, 1.c} 表 示 S 中 有 3 个 cc. 2 个 2 和 1 个 c. 所 对 应 的 选取 问题 
就 是 : 从 a、b、c s 种 元 过 中 浊 行 满足 革 此 条 俐 的 过 政 (有 库 或 无 库 )， 其 中 4 至 多 取 3 次 ,0 至 
多 取 2 次 ,c 至 多 取 1 次 . 而 多 重 集 S$ 王 {cc。，a,2 .外 则 表示 在 进行 某 种 选取 时 ec 可 以 选任 
意 多 次 ,而 4 至 多 可 以 选 2 次 . 

定义 8.3 设 多 重 集 SS 二 fm a no* az,… om，as}, 从 S 中 有 序 选 取 的 7 个 元 素 叫 
做 S 的 一 个 排列 , 当 一 2 一石 十 2 十 … 十 22) 时 ,也 叫做 S 的 一 个 排列 . 

例如 ,S={(2.a,1.0.3。c} ,那么 acab、apcc 都 是 S 的 4 排列 ,而 abccca 和 aaccpc 都 是 

2 


S 的 排列 . 

定理 8.5 设 多 重 集 S={co .aa ,co .a,…,co .ww}, 则 S 的 ”排列 数 是 A. 

证 明 在 构 春 S 的 一 个 ”~ 排列 时 ,第 1 位 有 上 种 选 法 ,第 2 位 也 有 上 种 选 法 ,…, 第 7 位 
仍然 有 种 选 法 . 这 是 因为 S 中 的 每 种 元 素 都 可 以 无 限 重复 选取 ,排列 中 每 一 位 的 选择 都 
不 依赖 于 以 前 各 位 的 选择 . 由 乘法 法 则 ,不 同 的 选 法 数 是 &. 国 

推论 。 设 多 重 集 S={n ars 72。az ,4 ar) ,并 且 对 一 切 i 二 1,2,…,k 有 ni; 宇 rr， 
则 S 的 x 排列 数 是 &". 

例 8.10 有 10 种 画册 ,每 种 数量 不 限 . 现在 要 取 3 本 送 给 3 位 朋友 ， i 

解 ” 将 10 种 画册 分 别 记 为 a1,as,… ,aw. 所 求 的 方法 数 就 是 多 重 集 { Paz, 

9 。awo) 的 3 排列 数 , 由 定理 8. 5 得 N 一 10 一 1000. 

定理 8.6 设 多 重 集 S={m。ai，72。a，…, MA。dkr}) 且 7 一 十 十 … 十 2 , 则 S 的 

排列 数 等 于 


nl 
721 1722 1 7 


简 记 为 | | 
721 722。""71 


证 明 3S 的 一 个 排列 就 是 个 元 素 的 全 排列 ,因为 S 中 有 ma 个 wa ,在 排列 中 要 占据 壮 
个 位 置 ,这 些 位 置 的 选 法 是 Cm 种 . 接 下 去 ,在 剩 下 的 一 mm 个 位 置 中 选择 n 个 放 a , 选 法 
数 是 Ce . 类似 地 ,有 Cw, -种 方法 放 as，…, 有 Cw -.…-，_, 种 方法 放 as. 由 乘法 法 则 ,S 
的 排列 数 
N= CnCien Cin — 


- nl (n—m)! /t,t | 
ml(n—m)! nl(n—nm CO—n)! nlxo! 
nl! 
mn ten! 国 
例 8.11 用 2 面 红 旗 .3 面 黄旗 依次 悬挂 在 一 根 旗杆 上 , 问 可 以 组 成 多 少 种 不 同 的 
标志 ? 
解 ”所 求 的 计数 相当 于 多 重 集 {2。 红旗 , 3， 黄旗} 的 排列 数 N ,由 定理 8.6 有 
二 
“x 


关于 多 重 集 的 排列 问题 可 以 小 结 如 下 : 
设 S={fn ars near Ta) 72 一 7 十 22 十 … 十 2, 则 S 的 > 排列 数 N 满足 
(1) 若 >, 则 N=0. 


1 
(2) 若 r=n, 则 N= Ee 


i 

(3) 着 rn 且 对 一 切 i = 二 1,2,…,k 有 n; 宇 r,; 则 N=k". 

(4) 若 r=n 且 存 在 着 某 个 n; 二 r, 则 对 N 没有 一 般 的 求解 公式 ,可 以 使 用 其 他 的 组 合 数 
学 方法 解决 . 这 里 不 再 介绍 . 

定义 8.4 设 多 重 集 S 二 {nal, ns*，as，*…,， nt。 ax),S 的 含有 r 个 元 素 的 子 多 重 集 
=。 179 。 


就 叫做 S 的 + 组合 . 

例如 ,S=={2，a,1 6,3。，c}) ,那么 {asa}、{a,6b}、{a,c}、{b,c} 和 {c,c) 都 是 S 的 2 组合 . 

不 难看 出 ,如 果 多 重 集 S== {mai ， mm。a ，…，,， 4 ax) 满 足 n 二 击 十 nw 十 … 十 ma，, 那 

么 S 的 n 组 合 只 有 一 个 ,就 是 S 自己 . 而 S 的 1 组 合 恰好 有 上 个 . 
定理 8.7 设 多 重 集 S={co .al ,co as ,0o0。ar), 则 SS 的 7 组 合 数 是 Cij,_1. 
证 明 S 的 任何 一 个 x 组 合 都 具有 如 下 形式 : 
{zi。aiy Xs ds "rs Th aap}, 
其 中 zi ,xs，… ,x 是非 负 整 数 且 满足 方程 
Zi 十 za 十 … 十 zx 一 7 

反之 ， el Ta ZI als Te * dss "rs Th CE 
就 是 S 的 一 个 -~ 组 合 . 所 以 ,多 重 集 S 的 ”~ 组 合 数 就 等 于 上 述 方程 的 非 负 整 数 解 的 个 数 ， 下 
ed T={(CR 一 1)。0,r。1) 的 排列 数 . 

给 定 工 的 一 个 排列 ,在 这 个 排列 中 & 一 1 个 0 把 x 个 1 分 成 k 组 . 从 左边 数 , 第 1 组 1 的 
个 数 记 作 zi, 第 2 组 1 的 个 数 记 作 xz,,…, 第 & 组 1 的 个 数 记 作 zx;, 则 所 得 到 的 x ,xs，*… ,x 
都 是 非 负 整数 ,并 且 其 和 等 于 r. 反之 ,给 定 方程 zz 十 zs 十 … 十 xz 二 7 的 一 组 非 负 整数 解 x， 

,Tp ,可 以 如 下 构造 排列 ，: 
9 L090 9 Ll 
五 个 1 第 1 个 0 z2 个 1 第 2 个 0 第 人 -1 个 0 
它 就 是 多 重 集 T 的 一 个 排列 . 根据 定理 8.6,T 的 排列 数 


_ 一 1 十 六 1! 
MED ~ Ch 


推论 1 设 多 重 集 SS 二 {na ns Qs 办 。d}, 且 对 一 切 ; 王 1,2,… ,有 7 二， 
则 S 的 -~ 组 合 数 是 CH 

推论 2 设 多 重 集 S= (co。，al ,co。a ,co。at),r>A, 则 S 中 每 个 元 素 至 少 取 一 个 
的 7 组 合 数 是 Ci 

证 明 任 取 一 个 所 求 的 -~ 组合. 从 中 拿 走 元 素 wu ,ar ,…，ak ,就 得 到 S 的 一 个 (r 一 &) 组 
合 . 反之 , 任 取 一 个 S 的 (r 一 &) 组 合 , 加 入 元 素 al ,as，… ,a ,就 得 到 所 求 的 组 合 , 所 以 ,S 中 
每 个 元 素 至 少 取 一 个 的 组 合 数 就 是 S 的 (一 k) 组 合 数 . 由 定理 8.7 有 

N= CH pn = CH = CH. 

例 8.12 一 个 学 生 要 在 相继 的 5 天 内 安排 15 个 小 时 的 学 习 时 间 , 问 有 多 少 种 方法 ? 
如 果 要 求 每 天 至 少 学 习 1 小 时 ,又 有 多 少 种 方法 ? 

解 将 这 相继 的 5 天 记 为 al、az、as、as、as，, 则 第 一 种 安排 相当 于 多 重 集 S={ceo。a， 
co。 au ,…，, co。as} 的 15 组 合 问题 . 由 定理 8.7 得 

Ni = Ciils = Cl 一 Ch 
而 第 二 种 安排 相当 于 S 的 每 种 元 素 至 少 取 1 个 的 15 组 合 问题 ,由 定理 8.7 的 推论 2 得 . 
N: = Ch = Ch., 

关于 多 重 集 的 组 合 问题 可 以 小 结 如 下 : 

设 多 重 集 S== {nas nasa) sn 二 机 十 2 十 十 到 4; 则 S 的 7 组 合 数 NN 
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满足 : 

(1) 若 rm , 则 N=0. 

(2) 若 "= 一”… 则 N=1. 

(3) 车 rr 过 n, 且 对 一 切 i=1,2,…,k 有 nj 宇 7, 则 N==Ciy, 1. 

(4) 车 rn, 且 存在 某 个 ;二 r, 则 对 N 没有 一 般 的 求解 公式 ,可 以 用 包含 排斥 原理 或 
其 他 的 组 合 数学 方法 求解 . 


3.3 ” 递 推 方程 的 求解 与 应 用 


递 推 方程 的 求解 与 组 合计 数 有 着 密切 的 关系 ,在 计算 机 科学 技术 的 领域 有 着 重要 的 应 
用 . 众所周知 ,递归 算法 是 计算 机 中 经 常 使 用 的 算法 ,比如 二 分 检索 、 二 分 归并 排序 .快速 排 
序 、Hanoi 塔 的 移动 算法 等 . 分 析 递 归 算 法 的 主要 技术 就 是 求解 递 推 方程 . 先 看 下 面 的 
例子 . 

例 8.13 Hanoi 塔 . 

图 8-1 中 有 A、B、C3 根 柱子 ,在 A 柱 上 放 着 个 大 小 不 同 的 圆 盘 (图 中 的 m==3) ,其 中 
小 圆 盘 放 在 大 圆 盘 的 上 边 . 从 A 柱 将 这 些 圆 盘 移 到 C 柱 上 去 . 这 里 把 一 个 圆 盘 从 一 个 柱子 
移 到 另 一 个 柱子 称 作 1 次 移动 ,在 移动 和 放置 时 允许 使 用 B 柱 ， 


但 不 允许 大 圆 盘 放 到 小 圆 盘 的 上 面 . 问 把 所 有 的 圆 盘 从 A 移 到 二 
C 总 计 需 要 多 少 次 移动 ? 


下 面 给 出 一 种 递归 算法 ,这 个 算法 可 以 分 成 3 个 步骤 ， 

(1) 用 同样 的 算法 把 上 面 的 一 1 个 盘子 从 A 柱 移 到 B 柱 ; 

(2) 用 1 次 移动 把 下 面 最 大 的 盘子 直接 移 到 C 柱 ; 

(3) 用 同样 的 算法 把 B 柱 上 的 n 一 1 个 盘子 移 到 C 柱 . 

设 该 算法 移动 n 个 盘子 的 总 次 数 为 T(n). 步 (1) 和 步 (3) 是 递归 调用 ,将 一 1 个 盘子 
从 一 个 柱子 移 到 另 一 个 柱子 ,移动 次 数 为 2 倍 的 T(z 一 1); 步 (2) 利 用 1 次 移动 将 最 下 面 的 
大 盘子 从 A 柱 移 到 C 柱 ; 因 此 得 到 方程 

T(n) 一 2T(2 一 1) 十 1， 
这 个 方程 的 初 值 是 T(1) 一 1. 

这 个 算法 的 基本 运算 是 移动 ,T(n) 就 是 它 的 时 间 复 杂 度 函数 . 为 了 确定 算法 的 效率 ， 
需要 确定 T(n) 的 值 . 下 面 尝 试 使 用 迭代 法 求 出 T(n). 因为 这 个 方程 对 所 有 的 都 成 立 , 可 
以 不 断 地 用 方程 右 部 的 部 分 替换 T(n) 的 表达 式 中 形 如 T(x 一 1),T(n 一 2),…,T(2) 的 成 
分 ,直到 出 现 初 值 T(1) 为 止 . 然后 将 初 值 代入 ,并 计算 这 些 项 的 和 . 具体 迭代 过 程 如 下 : 

T(z) 一 2T(2 一 1) 十 1 
二 2[2T(n 一 2) 十 1j 十 1 (TQ 一 1 被 全 T(n 一 2) 的 项 替换 ) 
二 2:T(n 一 2) 十 2 十 1 
二 2:[2T(n 一 3) 十 1] 十 2 十 1 (T(n 一 2) 被 会 T(n 一 3) 的 项 蔡 换 ) 
二 23T(n 一 3) 十 2 十 2 十 1 
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二 2"1T(1) 十 2 十 2"3 十 … 十 2 十 1 
二 2 十 2 站 iis 守 2 十 (代入 初 值 T(1)=1) 
三 苔 一 贡 (等 比 级 数 求 和 ) 
为 了 确认 上 述 结果 的 正确 性 ,可 以 代入 原 递 推 方程 进行 验证 . 验证 过 程 如 下 : 
当 n=1 时 ,T(1)=2! 一 1=2 一 1=1, 结 果 正 确 . 
假设 对 于 ”结果 正确 , 则 
T(z 十 1) = 2T(z) 十 1 一 2(2" 一 1) 十 1 一 2 一 2 十 1 一 2o0 一 1 
根据 归纳 法 ,T(z) 一 2" 一 1 是 原 方程 的 解 . 
不 难看 出 , Hanoi 塔 算法 是 指数 时 间 的 算法 . 如 果 每 秒 钟 移动 1 次 ,移动 64 个 盘子 


2%# 一 1 一 18446 744 073 709 551 615 
秒 , 大 约 是 5000 亿 年 . 这 个 例子 恰好 说 明了 把 多 项 式 时 间 的 算法 看 作 是 有 效 算法 的 理由 . 
因为 随 着 的 增长 ,指数 时 间 算 法 的 效率 飞速 下 降 ,这 就 是 计算 中 经 常 提 到 的 “指数 爆炸 ” 
问题 . 

方程 (nn)= 二 2T(n 一 1) 十 1 就 是 关于 Hanoi 塔 算法 时 间 复 杂 度 的 递 推 方程 . 这 里 的 
TOQ),，T(2),…,T(n),… 可 以 看 作 算法 的 时 间 复杂 度 函 数 随 n 增长 的 值 所 构成 的 数列 ， 
其 中 T(x) 是 数列 的 通 项 公式 . 这 种 递 推 方程 实际 上 表达 了 数列 的 项 与 其 前 面 的 某 些 项 之 
间 的 依赖 关系 . 一 般 地 有 下 述 定义 . 

定义 8.5 设 序列 co,ai,…,w,…， 简 记 为 {a,) ,一 个 把 a 与 某 些 个 a;(i 二 n) 联 系 起 
来 的 等 式 称 作 关于 序列 {a, } 的 递 推 方程 . 

求解 递 推 方程 的 迭代 法 就 是 从 原始 递 推 方程 开始 ,利用 方程 所 表达 的 数列 中 后 项 对 前 
项 的 依赖 关系 ,把 表达 式 中 的 后 项 用 相等 的 前 项 的 表达 式 代 入 ,直到 表达 式 中 没有 函数 项 为 
止 .这 时 等 式 右边 可 能 是 一 系列 迭代 后 的 项 之 和 . 然后 ,将 右边 的 项 求 和 并 将 结果 进行 化 
简 . 为 了 保证 结果 的 正确 性 ,往往 需要 代入 原来 的 递 推 方程 进行 验证 . 下 面 考虑 归并 排序 
的 例子 . 

例 8.14 二 分 归并 排序 算法 . 

这 个 算法 的 主要 思想 是 : 将 被 排序 的 数组 划分 成 元 素数 相等 的 两 个 子 数组 ,然后 递归 
使 用 同样 的 算法 分 别 对 两 个 子 数组 排序 ,最 后 将 两 个 排 好 序 的 子 数组 归并 成 一 个 数组 . 归 
并 的 过 程 如 下 : 假设 两 个 子 数组 是 A 和 B., 它 们 的 元 素 都 按照 从 小 到 大 的 顺序 排列 . 将 
A 与 B 归并 后 的 数组 记 作 C. 设 定 两 个 指针 pi、ps ,初始 分 别 指向 A 和 B 的 最 小 元 素 . 归 
并 时 只 需 比 较 pi 和 ps 指向 的 元 素 ,哪个 元 素 小 ,就 把 它 从 原来 的 数组 移 到 C, 原 来 指向 它 的 
指针 向 后 移动 一 个 位 置 . 如 果 A 或 B 中 有 一 个 数组 (比如 说 A) 的 元 素 已 经 被 全 部 移 走 , 那 
么 比较 过 程 结束 , 剩 下 的 工作 就 是 将 B 中 剩 下 的 元 素 顺序 移 到 C 中 元 素 的 后 面 . 

考虑 10 个 数 的 数组 : 1,5,7,8,2,4,6.9,10,3. 使 用 归并 排序 算法 ,首先 划分 成 两 个 子 
数组 , 即 A==[1,5,7,8,2],B 二 [4,6,9,10,3]. 然后 对 于 A 和 B 分 别 调用 同样 的 算法 进行 
排序 .假设 A 与 B 已 经 完成 排序 , 即 A=[1,2,5,7,8],B 二 [3,4,6,9,10], 下 面 进行 归并 . 
首先 1 与 3 比较 , 拿 走 1; 接 着 2 与 3 比较 , 拿 走 2; 再 接着 5 和 3 比较 , 拿 走 3,…… 继续 下 
去 ,依次 拿 走 4、5、6、7、8. 这 时 数组 A 已 经 空 了 ,比较 结束 ,把 B 中 剩 下 的 9 和 10 顺序 放 到 
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归并 后 的 数组 中 . 
假设 4 二 2* ,下 面 计算 归并 排序 算法 的 比较 次 数 . 尽管 被 归并 的 子 数组 都 同样 大 ,对 于 
不 同 的 输入 ,归并 的 比较 次 数 是 不 一 样 的 . 比如 归并 数组 [1,2,4] 和 [5,8,9j], 只 需要 比较 3 
次 ;而 归并 数组 [1,4,8] 和 [2,5,9], 则 需要 比较 5 次 . 设 W(n) 表 示 该 算法 在 最 坏 情况 下 所 
做 的 比较 次 数 , 即 对 所 有 规模 为 n 的 输入 算法 所 需要 的 最 多 的 比较 次 数 . 根据 上 面 的 分 析 ， 
分 别 排序 A 和 B 的 工作 量 为 2W(n/2). 在 归并 A 和 B 时 ,每 比较 1 次 ,就 可 以 移 走 1 个 元 
素 . 因为 A 和 B 总 共有 7 个 元 素 ,至 多 需要 "一 1 次 比较 ,就 可 以 完成 归并 工作 . 因此 ,对 ?7 
个 数 进 行 二 分 归并 排序 在 最 坏 情况 下 的 比较 次 数 满足 如 下 递归 方程 : 
W(n) = 2W(n/2)+n—1,n = 2 
W(1)=0 
迭代 求解 过 程 如 下 : 
W(n)= 2W(2"!)++2:—1 
二 2[2W(2) 十 2 一 1] 十 2* 一 1 
一 2W(2?) 十 2 一 2 十 2 一 1 
一 22[2W(2) 十 2 一 1] 十 2 一 2 十 2: 一 1 
一 2W(2") 十 2 一 2: 十 2 一 2 十 2 一 1 


2W(1) 十 k2: 一 (2 人 十 2 和 十 十 2 十 1) 
一 &A2 一 2 十 1 
一 ?log7 一 7 十 1 
需要 说 明 的 是 ,上 述 结 果 中 的 logn 是 1ogzn 的 简写 形式 ,在 算法 设计 与 分 析 中 经 常 使 
用 这 种 写法 . 
为 了 对 结果 进行 验证 . 使 用 数学 归纳 法 . 把 2 一 1 代入 上 述 公 式 得 
W(l1)=1.1logl—1++1=0,， 
始 条 件 . 假设 对 于 任何 小 于 的 正 整 数 +:,W(z) 都 是 正确 的 ,将 结果 代入 原 递 推 方 程 
的 和 


上 


2 太 (z/2) 十 ?一 1 一 2L2 和 :log(2 和 1) 一 2 和 十 1] 十 2: 一 1 
24(R 一 1) 一 2 十 2 十 2 一 1 一 人 2 一 2 十 1 
一 nlogn—n+l1= W(n) 

迭代 方法 一 般 适 用 于 依赖 关系 比较 简单 的 递 推 方程 ,对 于 某 些 比较 复杂 的 递 推 方程 需 
要 先进 行 化 简 . 请 看 下 面 的 例子 . 

例 8.15 快速 排序 算法 . 

快速 排序 是 实践 中 广泛 应 用 的 排序 算法 . 这 种 算法 的 基本 思想 是 : 设 要 排序 的 数组 是 
ALp.. 门 ,不 妨 假设 A 中 的 元 素 彼 此 不 等 .以 A 的 首 元 素 A[p] 作 为 标准 ,对 A 进行 划分 ， 
使 得 所 有 小 于 A[Lp] 的 元 素 构 成 子 数组 A; ,所 有 大 于 A[p] 的 元 素 构 成 子 数组 A,. 需要 说 
明 的 是 ,这 个 划分 过 程 Partition 并 不 对 子 数 组 A 和 A， 进行 排序 ,只 是 把 原来 规模 为 n 的 
问题 归 约 为 两 个 小 规模 的 子 问 题 . 然后 算法 分 别 递归 地 对 A, 和 A 进行 排序 . 这 个 递归 调 
用 过 程 一 直 进 行 下 去 ,直到 子 问题 的 数组 只 含有 1 个 元 素 为 止 . 
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下 面 介 绍 划分 过 程 . 考虑 下 述 数组 A[1. .13] 
27 99 0 8 13 64 86 16 7 10 88 25 90 
A 的 首 元 素 是 27, 它 就 是 划分 数组 的 标准 . 算法 首先 从 后 向 前 扫描 数组 ,寻找 第 一 个 比 27 
小 的 数 , 是 25, 记 下 这 个 位 置 j= 二 12. 然后 算法 从 前 向 后 扫描 数组 ,寻找 第 一 个 比 27 大 的 
数 ,是 99, 记 下 这 个 位 置 ;一 2. 把 刚才 找到 的 两 个 数 99 和 25 交换 . 交换 后 的 数组 变 成 
27 25 0 8 13 64 86 16 7 10 88 99 90 
接着 ,算法 从 位 置 ; 和 i 继续 向 中 间 扫 描 , 寻 找 下 一 对 需要 交换 的 数 的 位 置 . 不 难看 到 ,下 一 
对 需要 交换 的 数 是 64 和 10 ,交换 后 的 数组 是 
27 25 0 8 13 10 86 16 7 64 88 99 90 
继续 这 个 过 程 ,第 三 次 交换 86 和 7 ,得 到 
27 25 0 8 13 10 7 16 86 64 88 99 90 
下 面 的 搜索 将 导致 i 大 于 j ,划分 过 程 结 束 ,返回 划分 的 边界 位 置 g 二 8. 然后 算法 把 首 元 素 
27 和 位 置 g 的 元 素 16 交换 ,得 到 下 面 的 数组 : 
16 25 0 8 13 10 7 27 86 64 88 99 90 
该 数组 以 27 为 界 ,划分 成 两 个 子 数组 : [16,25,0,8,13,10,7] 与 [86,64,88,99,90]. 算法 接 
着 递归 地 对 这 两 个 子 数组 继续 排序 . 
考虑 算法 在 平均 情况 下 的 时 间 复 杂 度 .如 果 首 元 素 恰 好 是 最 小 元 素 ,用 它 做 划分 标准 ， 
得 到 的 子 数组 分 别 是 空 数组 和 具有 一 1 个 元 素 的 数组 ;如 果 首 元 素 恰好 是 第 二 小 元 素 , 划 
分 后 得 到 的 子 数组 分 别 是 1 个 元 素 和 ?一 2 个 元 素 的 数组 ,…… ;一 般 来 说 ,如 果 首 元 素 排 序 
后 恰好 处 在 第 & 个 位 置 ,那么 划分 后 的 两 个 子 问题 的 规模 分 别 为 k 一 1 和 nn 一 k, 其 中 &=1， 
2,…,n, 假定 这 种 情况 出 现 的 可 能 性 相等 ,为 计算 平均 时 间 复 杂 度 ,只 需要 对 这 种 情况 
分 别 计算 各 自 的 比较 次 数 ,然后 取 平均 值 即 可 . 
设 算法 对 于 规模 为 n 的 输入 的 平均 比较 次 数 是 T(n). 若 首 元 素 处 在 第 & 个 位 置 ,划分 
后 的 子 问题 规模 分 别 为 & 一 1 和 nn 一 ,平均 比较 次 数 分 别 是 TC 一 1) 和 了 T(n 一 ,而 划分 过 
程 需 要 的 比较 次 数 是 O(n)?, 因 此 总 的 比较 次 数 为 T(k 一 1) 十 Tn 一 有 十 O(n). 对 k= 二 1,2， 
…,n 求 和 ,去 掉 T(0)==0 的 项 ,就 得 到 


[| 
2 D) TR) + O07) 
kel 


把 上 式 除 以 就 得 到 平均 比较 次 数 T(n) ,因而 得 到 下 述 递 推 方程 : 
TY = 2570 O(nY 交 这 六 


T(1)=0 

从 这 个 方程 不 难看 出 ,T(7n) 依 赖 于 T(x 一 1) ,T(x 一 2),…,T(1) 所 有 的 项 ,这 种 递 推 方 
程 称 为 全 部 历史 递 推 方程 ,直接 使 用 迭代 法 没 办 法 处 理 , 可 以 先 用 差 消 法 对 原 方程 进行 化 
简 . 具体 过 程 如 下 . 


@ f(D 二 0() 表 示 函 数 f(n) 的 增长 以 的 某 个 线性 函数 为 界 . 
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去 分 母 得 到 

nT(n) = 2 TD) 十 cz?) c 为 某 个 常数 
将 用 一 1 营 换 得 到 上 

(n— DT(n—1) = 2 TO 上 co 一: 


i=l 
将 两 个 方程 相 减 得 到 
1 一 《一 了 了 (一 入 三 2 一 坟 寺 Go 


化 简 得 到 
nT(n) 一 (2 十 1)T2 一 1) 十 OOCz) 
变形 并 迭代 得 到 
TO) TO 一 1) ， ec 
7 十 1 n "n+l 
PE i | 了 (1) 
了 十 1 n 党 ]+ 2 
FE 
[5 十 1 n 3 ] 


上 面 公式 中 的 c 是 某 个 常数 , 求 和 使 用 了 积分 作为 近似 结果 ,如 图 8-2 所 示 . 根据 积 
分 有 


lL 1 1 本 0 at 到 
Ra < dz lnz | 和 ln(2z 十 1) 一 ln2 = O(logn) 
区 


| n 2 
因此 得 到 原 递 推 方程 的 解 T(x) 二 O(nlogn). 5 
如 上 面 的 例子 所 示 , 许 多 弟 推 方程 不 能 求 出 精 1A 


确 的 解 ,但 是 可 以 估计 出 函数 的 阶 ,这 对 于 算法 分 析 
工作 是 有 意义 的 . 


用 递归 树 的 模型 可 以 说 明 上 述 选 代 的 思想 . 下 6 ee 
面 以 二 分 归并 排序 算法 的 递 推 方 程 图 8-2 
W(n) = 2W(n/2)+n—1,n = 2 
be 一 0 


为 例 来 构造 递归 树 . 递归 树 是 一 棵 带 权 的 二 又 树 ,每 个 结 点 都 有 权 . 初始 的 递归 树 只 有 一 
个 结 点 , 它 的 权 标 记 为 W(n). 然后 不 断 进行 迭代 ,直到 树 中 不 再 含有 权 为 函数 的 结 点 为 止 . 
迭代 规则 就 是 把 递归 树 中 权 为 函数 的 结 点 ,如 WD)、W(n/2)、W(n/4)、…, 用 和 这 个 函数 
相等 的 递 推 方程 右 部 的 子 树 来 代替 . 这 种 子 树 只 有 2 层 , 树 根 标记 为 方程 右 部 除了 函数 项 
之 外 的 剩余 表达 式 , 每 一 片 树叶 则 代表 方程 右 部 的 一 个 函数 项 . 例如 ,第 一 步 迭 代 , 树 中 唯 
一 的 结 点 (第 0 层 )W(n) 可 以 用 根 是 mn 一 1、2 片 树叶 都 是 W(n/2) 的 子 树 来 代替 . 代替 以 后 
递归 树 由 1 层 变 成 了 2 层 . 第 二 步 迭 代 , 应 该 用 根 为 /2 一 1、2 片 树叶 都 是 W(n/4) 的 子 树 
来 代替 树 中 权 为 Wn/2) 的 叶 结 点 (第 1 层 ) ,代替 后 递归 树 就 变 成 了 3 层 . 照 这 样 进行 下 
去 ,每 迭代 一 次 ,递归 树 就 增加 一 层 , 直 到 树叶 都 变 成 初 值 1 为 止 . 整个 迭代 过 程 与 递归 树 
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的 生成 过 程 完全 对 应 起 来 ,如 图 8-3 所 示 . 不 难看 出 ,在 整个 迭代 过 程 中 ,递归 树 中 全 部 结 
点 的 权 之 和 不 变 , 总 是 等 于 函数 W(n). 
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图 8-3 


为 了 计算 最 终 的 递归 树 中 所 有 结 点 的 权 之 和 ,可 以 采用 分 层 计 算 的 方法 . 递归 树 有 大 
层 ,各 层 结 点 的 值 之 和 分 别 为 


MR 一 (1 十 2 十 … 十 24) 二 nk 一 (2 一 1) 二 nlogn 一 nn 十 1 
这 个 结果 与 前 面 用 迭代 法 计算 的 结果 完全 一 致 . 

递归 算法 是 一 种 常用 的 算法 , 它 的 特点 就 是 在 算法 中 要 递归 调用 自己 . 递归 算法 的 分 
析 中 经 常用 到 递 推 方程 . 分 治 策略 是 算法 设计 中 的 一 种 重要 的 技术 , 它 的 主要 思想 是 将 原 
问题 归 约 成 规模 更 小 的 子 问题 ,用 同样 的 算法 递归 地 求解 每 个 子 问 题 , 然 后 将 子 问题 的 解 进 
行 综合 ,从 而 得 到 原 问 题 的 解 . 二 分 查找 算法 就 是 一 个 分 治 算法 . 用 一 个 简单 的 例子 看 看 
这 个 算法 的 设计 思想 . 假设 含 7 个 元 素 的 数组 为 工 汪 已 经 按照 从 小 到 大 的 顺序 排序 ,被 查 
找 的 元 素 是 z. 首先 将 z 与 元 素 L[4] 比 较 . 如 果 z=L[4], 则 算法 结束 ,输出 xz 的 位 置 4; 如 
果 x 二 LL[4], 那 么 x 至 多 可 能 出 现在 LL1.. 3j 的 范围 内 ,于 是 用 原来 的 算法 继续 查找 + 是 否 
在 LL[1..3j] 中 出 现 .如果 xz 二 L[4], 那 么 xz 至 多 可 能 出 现在 L[5..7] 范 围 内 ,仍旧 用 原来 的 
算法 继续 查找 x 是 否 在 LL5..7] 中 出 现 . 不 管 哪 种 情况 发 生 , 经 过 1 次 比较 , 原 问题 就 归 约 
成 1 个 规模 减 半 的 子 问题 . 这 样 递归 做 下 去 ,直到 问题 规模 减 小 到 1 为 止 . 而 对 于 含 1 个 元 
素 的 数组 ,只 需 比较 1 次 就 可 以 确定 x 是 否 在 这 个 数组 里 . 前 面谈 到 的 二 分 归并 排序 算法 
也 是 分 治 算法 . 原 问 题 划 分 成 两 个 规模 减 半 的 子 问 题 ,用 同样 的 算法 分 别 对 两 个 子 问题 进 
行 排序 ,然后 将 排 好 序 的 子 数组 归并 . 与 二 分 查找 不 同 的 是 ,在 这 个 算法 的 划分 过 程 中 不 需 
要 比较 ,但 是 在 归并 子 问 题解 的 过 程 中 需要 "一 1 次 比较 . 

可 以 总 结 一 下 分 治 算法 的 共同 特点 . 设 <、2 为 正 整 数 ,” 为 问题 的 输入 规模 ,n/b 为 子 
问题 的 输入 规模 ,a 为 子 问题 个 数 ,dz) 为 将 原 问题 分 解 成 子 问题 以 及 将 子 问题 的 解 综合 得 
到 原 问 题解 的 代价 . 例如 对 个 正 整 数 进行 二 分 归并 排序 ,那么 5==2,4a 二 2,d(n) 二 n 一 1. 
一 般 情况 下 有 


T(n) =aT(n/6) 十 da) .n= 
Ee = 了 
这 里 不 妨 设 T(G1)=1, 若 了 (1) 为 其 他 常数 可 类 似 处 理 . 对 这 个 递 推 方程 进行 迭代 得 到 
TOD)= eTO/B) +ad(n /b) + dn) 
。 186 。 


atT(n/b:) ta id(n/b™) ta dn/b™) + +ad(n /b) 十 CC2) 


Rl 
at + Dyaid(n/b') 
i=0 
其 中 
logyn 一 jlogya 


= = 各 


当 d(n)==c 时 ,这 里 的 c pn eh 代入 上 式 得 到 


a te 一 + = Oa) = OComw ) 4 天 1 
T(n) = 
a* 二 kc = O(logn) a=1 


当 qd(n)=cn 时 ,i 这 里 的 ;w 代 表 基 个 常数 ， 代入 上 式 得 到 
T(n)= a* + 5 二 “+o 吧 (人 


项 
T1180 + en ‘2/6) 一 1 = O(n) a=b 
a/b=1 
= ncnk = O(nlogn) 4 一 0 
(a/0)* = 7 a = 
人 | k logya 
a Tn = i 9 a On v5 


这 些 结 果 可 以 直接 用 于 求解 递 推 方程 ， 和 分 归并 排序 的 递 推 方程 是 
W(n) 一 2W(CzV2) 十 ?2 一 1 一 2 
[wa 一 0 
其 中 4 二 2,6 二 2,d(n) 二 O(n). 根据 上 面 的 结果 有 W(n) 二 O(nlogn). 类 似 地 ,二 分 查找 算 
法 的 递 推 方程 是 
W(n) = W(n/2)+1,n= 2 
En =0 
其 中 4 二 1,6 二 2,d(n) 三 1, 根据 上 面 的 公式 直接 可 以 得 到 W(n) 二 O(logn). 
关于 弟 推 方程 还 有 一 些 其 他 的 求解 方法 ,如 公式 法 、 换 元 法 ,尝试 法 、 主 定理 等 ,限于 篇 
幅 , 就 不 一 一 列举 了 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 其 他 的 书籍 . 


8.4 题 例 分 析 


例 8. 16 一 例 8. 18 为 选择 题 . 
例 8.16 某 一 考试 共 出 了 20 道 题 . 


(1) 如 果 前 10 道 题 是 必 答题 ,后 10 道 题 要 求 选 5 道 题 , 此 时 选 题 的 方法 有 |A| 种 . 
(2) 如 果 20 道 题 中 选择 15 道 题 , 此 时 选 题 的 方法 有 |B| 种 . 
(3) 如 果 前 10 道 题 中 至 少 要 选 8 道 题 , 总 共 要 选 15 道 题 ,此 时 选 题 的 方法 有 


供 选择 的 答案 
OO5; @120; @252; @1200; @5040; @5400; D7752; @15504; @30240; @40320. 
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OQ 


种 . 


答案 A: ©®; B: ©®; C: 0 


5 = 0 
分 析 (1) Ch =5151™—252. 


(2) CE=C%, = 15 504. 

(3) Ci Chot CY Ci tC Ci =5400++2100 十 252 二 7752. 

例 8.17 (1) 有 8 个 人 在 底层 (第 0 层 ) 进 入 自动 电梯 ,电梯 从 底层 上 升 ,最 高 可 至 第 5 
层 , 在 每 一 层 上 都 总 有 人 离开 电梯 ,到 第 5 层 , 当 人 离 去 后 电梯 为 空 . 那么 这 8 个 人 离开 电 
梯 的 方式 共有 |Aj 种 (假定 对 应 各 层 离 去 的 人 数 相 同 的 方案 是 同一 种 方案 ). 

(2) S 是 具有 3 个 元 素 的 集合 ,在 S 上 可 定义 |B| 种 不 同 的 二 元 关系 ,|C| 种 不 同 的 对 称 并 
且 反 对 称 的 二 元 关系 ,|DI 种 不 同 的 等 价 关 系 . 

(3) 在 6 位 二 进 制 序列 中 ,使 得 数字 0 不 相 邻 的 序列 有 | 也 | 种. 

供 选择 的 答案 

A.E: O21; @18; @35; @32; @13. 

B: 0512; @256; @128; @81; @324. 

C: 032; ©@64; @128; @14; @8. 

D: 03; @O8; @9; O10; @5. 

答案 A: @; B: 0O; C:@;D:@;E: ©. 

分 析 (1) 设 rm，zrz，…， xs 分别 表示 第 1 层 , 第 2 层 , …', 第 5 层 离 去 的 人 数 . 由 题 
意 ,所 求 方法 数 就 是 方程 


Z1 十 zz 十 … 十 zs 一 8 
的 正 整数 解 的 个 数 , 即 多 重 集 {cc，w , …，, oo。 us } 的 每 个 元 素 至 少 取 1 个 的 8 组合 数 . 根 
据 定理 8.7 的 推论 有 
N= 二 =e 

(2) 根据 第 4 章 元 集 上 可 定义 2” 个 不 同 的 二 元 关系 ,所 以 3 元 集 上 有 2” 二 512 个 不 
同 的 二 元 关系 . 每 个 对 称 并 且 反 对 称 的 关系 都 是 恒 等 关 系 的 子 集 . 恒 等 关系 中 含 3 个 有 序 
对 ,有 2 二 8 个 不 同 的 子 集 ， 三 元 集 上 的 等 价 关 系数 就 是 三 元 集 的 划分 个 数 . 由 例 4. 15 知 
有 5 种 划分 ,所 以 ,也 只 有 5 种 等 价 关 系 . 

(3) 分 以 下 情况 讨论 : 

只 含 1 个 0 的 序列 数 : Ci. 

只 含 2 个 0 的 序列 数 : C3 一 5. 

只 含 3 个 0 的 序列 数 : C!. 

不 含 0 的 序列 数 : 1. 

N 1 十 CI 十 C3 一 5 十 CI 生生 5 二 古本 三 21 

例 8.18 (1) 设 有 5 种 明信片 ,每 种 张 数 不 限 ,现在 分 别 寄 给 2 个 朋友 , 若 给 每 个 朋友 

只 寄 1 张 明 信 片 , 则 有 [A| 种 方法 . 若 给 每 个 朋友 寄 1 张 明 信 片 ,但 每 个 朋友 得 到 的 明信片 都 
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不 相同 , 则 有 |B| 种 方法 . 若 给 每 个 朋友 寄 2 张 不 同 的 明信片 (不 同 的 人 可 以 得 到 相同 的 明 信 
片 ) , 则 有 |C| 种 方法 . 

(2) 如 果 是 5 张 不 同 的 明信片 全 部 寄 给 2 个 朋友 , 若 每 个 朋友 得 到 的 张 数 不 限 (包括 
0) ,有 |DI 种 方法 . 若 每 个 朋友 至 少 得 到 1 张 , 则 有 |BI| 种 方法 . 

供 选 择 的 答案 

Ol1; O5; @10; @20; @25; @30; D32; @40; @100; @120. 

答案 A: @; B: @;C:@;D:O:E: ©. 

分 析 (1) 设 5 种 明信片 为 wa，az，…，as, 则 多 重 集 S 是 {cce。ai,co。az,…， 
co。as}. 车 给 每 个 朋友 1 张 明 信 片 ,相当 于 从 S 中 允许 重复 的 选 2 个 元 素 . 由 定理 Ni 一 
于 一 25. 若 每 个 人 得 到 1 张 不 同 的 明信片 , 则 相当 于 集合 {a1 ,az ,…','as} 的 2 排列 问题 ,所 求 
方法 数 N, 二 P= 二 5X4 二 20. 如 果 是 给 每 个 人 2 张 不 同 的 明信片 ,从 5 种 明信片 每 次 取 2 种 
配 成 套 , 共 有 C 一 10 套 不 同 的 配 法 . 然后 分 给 每 个 人 1 套 , 由 乘法 法 则 有 10X10=100 种 
分 法 . 

(2) 考虑 明信片 的 集合 为 5 二 {a ,as ,…,as}. 全 部 寄 给 2 个 人 ,a 可 以 有 2 种 寄 法 ,…， 
as 也 有 2 种 寄 法 ,由 乘法 法 则 不 同 的 寄 法 有 2 ==32 种 . 如 果 每 个 人 至 少 得 到 1 张 . 假设 w 
寄 给 甲 , 则 剩 下 的 4 张 ,每 张 可 以 有 2 种 寄 法 ,或 寄 给 甲 ,或 寄 给 乙 . 共有 2 二 16 种 寄 法 ,但 
将 这 4 张 全 部 寄 给 甲 的 方法 不 符合 题 意 . 所 以 ,合乎 题 意 的 有 2: 一 1 二 15 种 方法 . 同 理 , 如 
果 w 先 寄 给 乙 ,也 有 15 种 方法 . 由 加 法 法 则 ,总 共有 30 种 方法 . 另 一 种 考虑 就 是 2 一 32 
种 方法 中 减 去 有 1 个 人 得 0 张 的 方法 , 即 得 32 一 2==30. 

例 8.19 设 A 为 n 元 集 ,A 上 可 定义 2” 个 不 同 的 二 元 关系 ,其 中 有 

(1) 多 少 个 自 反 的 二 元 关系 ? 

(2) 多 少 个 对 称 的 二 元 关系 ? 

(3) 多 少 个 反对 称 的 二 元 关系 ? 

答案 (1) 自 反 关系 有 2” 个 ; 

(2) 对 称 关 系 有 2 个 ; 

(3) 反对 称 关 系 有 2"3”z 个 . 

(1) 自 反 关系 矩阵 的 主 对 角 线 元 素 全 是 1, 其 他 元 素 可 以 是 1, 也 可 以 是 0. 由 于 主 对 角 
线 元 素 有 n 个 ,其 他 元 素 有 ww 一 n 个 ,每 个 元 素 有 2 种 选择 ,根据 乘法 法 则 ,有 2” -个 自 反 
的 关系 . 

(2) 对 称 关系 的 矩阵 是 对 称 和 矩阵 . 为 此 仅 需 考 虑 上 三 角 或 下 三 角 和 矩阵 ( 含 主 对 角 线 元 


素 在 内 )， 以 上 三 角 矩 阵 为 例 , 含 一 寺 2 个 元 素 , 每 个 元 素 可 以 有 1 和 0 两 种 选择 ,因此 这 种 


矩阵 的 个 数 是 2 ,从 而 对 称 关系 有 2 二 "个 . 
(3) 反对 称 关系 的 矩阵 中 主 对 角 线 元 素 可 以 有 1 和 0 两 种 选择 ,共有 2" 种 方式 .其 他 
元 素 以 主 对 角 线 为 界 其 位 置 成 对 称 分 布 . 位 置 对 称 的 元 素 x; 和 ;的 选择 可 以 是 0 和 0.0 和 
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1.1 和 0 这 3 种 可 能 . 这 样 的 元 素 有 代号 对 ,根据 乘法 法 则 有 2"3“ 个 反对 称 关系 ， 


例 8.20 设 A、B 分 别 为 m 元 集 和 nn 元 集 ,m 和 7 为 正 整数 , 则 从 A 到 B 有 多 少 个 也 
数 ? 其 中 有 

(1) 当 m 与 n 满足 什么 条 件 时 存在 单 射 函数 ? 有 多 少 个 单 射 的 函数 ? 

(2) 当 m 与 n 满足 什么 条 件 时 存在 双 射 函数 ? 有 多 少 个 双 射 的 函数 ? 

答案 有 wn” 个 从 A 到 B 的 函数 ,其 中 

(1) 当 mn 时 存在 单 射 函 数 , 单 射 函 数 有 P” 个 ; 

(2) 当 m 二 n 时 存在 双 射 函数 , 双 射 函数 有 nl 个. 

分 析 从 A 到 B 的 函数 构成 集合 B*,|B*|==n”. 

(1) 对 单 射 函数 f: A 一 B, 设 x 和 zs 是 A 中 不 同 的 元 素 , 则 f(x) 与 f(xs) 也 不 同 . 需要 
从 个 元 素 中 选取 mm 个 不 同 的 元 素 作为 函数 值 , 选 法 有 P” 种 ,因此 单 射 函 数 有 Pr 个 . 

(2) 当 mm 二 n 时 每 个 单 射 函 数 都 是 满 射 的 ,因而 也 是 双 射 的 ,P” 二 nl. 

例 8.21 考虑 一 个 多 项 式 求 值 的 问题 . 设 有 多 项 式 

A(z) 一 ao 十 Qi 十 azz2 十 … 十 ar 
要 计算 A(x) 在 所 有 的 1 的 2n 次 方 根 上 的 值 . 换 句 话说 ,需要 计算 所 有 的 A(w) ,其 中 
wi 一 ev ， 了 一 0,1,…，22 一 1， i 为 虚数 单位 
例如 z 一 4,1 的 8 次 方 根 有 8 个 ,分 别 是 : 


下 交 2: 2; 5 3xi 2 2. 
wo eo ly er 将 t Ei, et 一 jian eT + 2 
wa = er 1,ws = 时 由 i ,we 一 EE iywr 二 e 特 史 i 


如 图 8-4 所 示 , 这 8 个 点 正好 均匀 地 分 布 在 复 平面 的 单位 贺 上 . 我 们 的 问题 是 : 对 z 一 
Wo Wi "7 ,计算 下 述 多 项 式 
A(z) 一 ao 十 az 十 azz2z 十 as 
的 值 ,其 中 ao ,ai ,az ,as 为 给 定常 数 . 
考虑 下 面 几 个 不 同 的 算法 . 
算法 1 对 于 给 定 的 w ,依次 计算 每 个 项 ww; ,其 中 i 一 0， 
1,… sn 一 1, 然 后 对 i 求 和 ,得 到 A(w). 如 果 以 乘法 作为 基本 
运算 ,要 得 到 项 aw; 需要 做 i 次 乘法 ,所 有 的 项 就 需要 
1 十 2 十 … 十 n 一 1 = n(n 一 1)/2 
次 乘法 . 这 里 仅 完 成 了 对 一 个 给 定 的 w; 的 计算 . 为 得 到 所 有 的 值 ,需要 对 j 二 0,1,…,2n 一 1 
求 和 ,那么 总 的 乘法 次 数 将 是 到 级 的 函数 , 即 Ti(n) 二 On). 
这 就 是 中 学 生计 算 一 个 多 项 式 值 的 基本 方法 . 这 里 面 含 有 太 多 的 重复 计算 ,比如 后 面 
的 每 个 项 都 需要 重新 计算 oj ,w; ,wi ,… 直 到 wi;. 能 不 能 减少 这 样 的 重复 计算 ,以 提高 计算 效 
率 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 请 看 第 二 个 算法 . 
算法 2 ” 先 定 义 以 下 一 系列 多 项 式 
Ai(Cz) 一 a 


。 190 。 


Az:(z) 一 aa 十 Ai(Z)。 工 
As(x) =arsT As(x) ox 


A(z) 一 ao 十 A-(z)。 工 

不 难 验 证 A,(z) 就 是 多 项 式 A(z). 对 于 给 定 的 w ,如果 从 A: (wj) 开 始 ,顺序 计算 
As(wj)，As(o)，…，A,(owi), 就 得 到 A(wi) 的 值 . 在 这 个 计算 过 程 中 ,比如 从 A (wj) 计算 
Ai(wo) ,只 需要 做 1 次 乘法 , 即 Ai (w) 与 w 相 乘 ,然后 是 1 次 加 法 . 因此 ,在 完成 整个 
A(w) 的 计算 中 ,只 需要 "一 1 次 乘法 . 为 得 到 所 有 的 值 ,需要 对 j= 二 0,1,…,2n 一 1 求 和 , 那 
么 总 的 乘法 次 数 将 是 n? 级 的 函数 , 即 T,(n) 二 OQ0x?). 显然 算法 2 比 算法 1 减少 了 大 量 的 重 
复 计算 ,效率 要 高 得 多 . 

因为 需要 计算 2n 个 n 次 多 项 式 的 值 ,O(n ) 的 时 间 似 乎 已 经 达到 了 算法 效率 的 极限 ， 
但 是 实际 上 还 存在 更 好 的 算法 . 

算法 3 分 治 算法 . 

设计 分 治 算法 的 关键 在 于 把 原始 问题 求解 归 约 为 规模 更 小 的 子 问题 的 求解 ,但 这 个 归 
约 不 一 定 是 简单 的 划分 . 回顾 上 面 2 一 4 的 简单 实例 . 为 计算 多 项 式 

A(z) 一 ao 十 az 十 azz2z 十 as 
在 wo,ol，…，oy 的 值 . 考虑 下 述 两 个 分 别 由 奇数 项 和 偶数 项 系数 构成 的 多 项 式 ， 
Awn (XT) 一 ao 十 az 
Aua(Cz) 三 ai 十 as 工 
它们 的 次 数 恰好 等 于 原始 多 项 式 的 一 半 ( 或 者 少 1 次 )， 如 果 能 够 计算 这 两 个 多 项 式 的 求 
值 ,就 可 以 通过 如 下 公式 得 到 A(x) 的 值 : 
A(z) 一 As (zz2) 十 zAa(Cz2) 

车 x 是 1 的 8 次 方 根 ,那么 上 式 中 的 x? 恰好 是 1 的 4 次 方 根 . 

根据 这 个 思路 ,具体 计算 过 程 就 是 : 先 求 出 所 有 的 8 次 方 根 oo ,ol ,ws ,ws ,ws ws swe， 
wr ,其 中 oo ,ws ,ws ,we 恰好 就 是 4 次 方 根 . 这 是 预 处 理 过 程 . 接着 算法 进入 递归 调用 .对 于 
所 有 的 wj; ,Awen (3) 和 Aoa(w?) 的 计算 是 两 个 规模 减 半 的 子 问 题 ,通过 递归 调用 同一 个 算法 
来 求解 . 最 后 通过 8 次 乘法 和 8 次 加 法 对 所 有 的 w; 归并 函数 A 和 Aa 在 的 值 ,以 求 得 
最 终结 果 . 

考虑 一 般 情况 . 不 妨 设 n 为 偶数 , 令 

Acwen (XT) = qo 二 azz 二 rz 十 十 Qn zr 2/2 


Aua(z) 一 ai 十 as 并 十 asz2 十 … 十 CI 242 


则 
A(z) 一 As(z2) 十 zAa(z2) 
算法 计算 所 有 的 方 根 w (Cj 王 0.1,…:,22 一 1) 需 要 Di(n) 二 O07) 次 运算 . 假设 递归 阶段 的 工 

作 量 是 D; (n) ,那么 两 个 子 问题 As 和 Au 函数 计算 的 工作 量 是 2D; (mn/2). 归并 这 两 个 函数 
的 计算 结果 ,对 于 所 有 的 ww 总 共 需 要 O(n) 的 工作 量 . 于 是 得 到 算法 的 时 间 复 杂 度 是 

Ts(n) = Di(n) + D;(n) 

D2(n) = 2D; (n/2) + O(n) 
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根据 前 面 的 公式 ,相当 于 4 二 2, 5 二 2, dz) 王 O(0z) 的 情况 ,于 是 D;(n) 二 O(nlogn). 由 于 
Di(n) 是 线性 函数 , 阶 低 于 O(nlogn) ,因而 Ts(n) 二 O(nlogn). 

这 个 结果 从 直觉 上 看 似乎 有 点 不 可 思议 : 对 所 有 的 2n 次 方 根 ,计算 次 多 项 式 的 值 ， 
居然 只 用 O(nlogn) 次 运算 ! 算法 3 比 起 算法 2 在 时 间 复 杂 度 方面 确实 有 明显 的 改善 . 对 于 
很 大 的 ,算法 3 比 起 算法 2 的 运行 要 快 得 多 . 这 个 结果 已 经 用 到 快速 傅 里 叶 变换 FFT 中 ， 
而 FFT 在 信号 处 理 中 有 着 广泛 的 应 用 . 


习 题 


题 8. 1 一 题 8. 5 的 要 求 是 从 供 选 择 的 答案 中 选 出 应 填 人 叙述 中 的 口内 的 正确 答案 . 

8.1 某 产品 加 工 需 要 1、2、3、4、5 道 工 序 . 那么 安排 这 些 加 工 工 序 共 有 |Al 种 方法 . 若 
工序 1 必须 先 加 工 , 则 有 | 了 种 方法 . 若 工 序 4 不 能 放 在 最 后 加 工 , 则 有 |C| 种 方法 . 若 工序 3 
必须 紧 跟 在 工序 2 的 后 边 , 则 有 |DI 种 方法 . 若 工 序 3 必须 在 工序 5 的 前 边 , 则 有 上 也 种 方法 . 

供 选 择 的 答案 

A.B.C.D.E: 06; DO12; @24; @30; ©48; @60; D80; ®96; O100; @120. 

8.2 100 件 产品 ,从 其 中 任意 抽出 3 件 共 有 |Al 种 方法 . 如果 100 件 产品 中 有 2 件 次 
品 , 则 抽出 的 产品 中 恰好 有 2 件 次 品 的 有 IB 种 方法 ,至 少 有 1 件 次 品 的 有 |Cl 种 方法 ,恰好 有 
1 件 次 品 的 有 |D| 种 方法 ,没有 次 品 的 有 |E| 种 方法 . 


供 选 择 的 答案 
ABC、D、E:OD1; @100; @98; @4753; @9506; @9604; D152 096; @156 947; 
@161 700; 四 以 上 答案 都 不 对 . 


8.3 从 整数 1,2,…',50 中 选 出 2 个 数 ,共有 |Aj 种 方法 . 若 这 两 个 数 之 和 是 偶数 , 则 有 
B| 种 方法 . 若 其 和 为 奇数 , 则 有 |C| 种 方法 . 若 其 差 等 于 7, 则 有 |D| 种 方法 . 若 其 差 小 于 等 于 
7, 则 有 上 也 种 方法 . 

供 选 择 的 答案 

ABC、D、E: © 43; @100; @300; @322; @600; @625; D672; @1200; @1225; 
四 以 上 竺 案 都 不 对 . 

8.4 书架 上 有 9 本 不 同 的 书 ,其 中 4 本 是 红 皮 的 ,5 本 是 自 皮 的 , 则 

(1) 9 本 书 的 排列 有 |A| 种 方法 . 

(2) 若 和 白皮书 必须 排 在 一 起 , 则 有 |B| 种 方法 . 

(3) 若 白皮书 排 在 一 起 ,红皮书 也 排 在 一 起 , 则 有 |C| 种 方法 . 

(4) 若 所 有 的 白皮书 必须 排 在 红皮书 的 前 边 , 则 有 |D| 种 方法 . 

(5) 若 红皮书 与 白皮书 必须 相间 , 则 有 | 也 种 方法 . 
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供 选择 的 答案 

A.B.C.D.E: O576; ©@1152; @1440; @2880; @5760; @7200; D14 400; @28 800; 
@362 880; 四 以 上 答案 都 不 对 . 

8.5 从 去 掉 大 小 王 的 52 张 扑 克 牌 中 任意 选 出 5 张 牌 , 则 有 |A| 种 方法 . 

(1) 如 果 其 中 含有 4 张 K, 则 有 |B| 种 方法 . 

(2) 如 果 这 5 张 牌 的 点 数 恰 好 是 连续 分 布 的 ,例如 ,9、8、7、6、5, 那 么 有 |C| 种 方法 . 

(3) 如 果 这 5 张 牌 是 同 种 花色 的 , 则 有 |D| 种 方法 . 

(4) 如 果 这 5 张 牌 的 点 数 都 不 相同 , 则 有 | 也 种 方法 . 

供 选择 的 答案 

A: DP;,; DES. 

B.C.D.E: @48; @196; @1024; @1287; O5148; @10 240; @1 317 888; @ 以 上 数 
字 都 不 对 . 

8.6 (1) 15 名 篮球 队员 被 分 到 A、B、C 3 个 组 ,使 得 每 个 组 有 5 名 运动 员 ,那么 有 多 少 
种 方法 ? 

(2) 15 名 篮球 队员 被 分 成 3 个 组 ,使 得 每 个 组 有 5 名 运动 员 ,那么 有 多 少 种 方法 ? 

8.7 从 整数 1,2,…,100 中 选 出 3 个 数 ,使 得 它们 的 和 正好 能 被 4 整除 ,有 多 少 种 
方法 ? 

8.8 有 相同 的 红 球 4 个 , 黄 球 3 个 , 白 球 3 个 ,如 果 把 它们 排 成 一 条 直线 , 则 有 多 少 种 
方法 ? 

8.9 ”从 0、1.2 这 3 个 数字 中 可 重复 地 选择 个 数字 排列 ,有 和 多少 种 排 法 ? 若 不 允许 相 
邻 位 置 的 数字 相同 ,又 有 多 少 种 排 法 ? 

8.10 ”从 集合 {a1，,… ,as} 中 无 序 选 取 4 个 元 素 , 求 

(1) al as .as 中 至 多 选取 其 一 的 方法 数 . 

(2) al as sas 中 不 能 同时 选取 2 个 但 可 以 同时 选取 3 个 的 方法 数 . 

(3) al .as .as 中 不 能 同时 选取 3 个 且 as 和 us 或 者 不 取 或 者 全 取 的 方法 数 . 

8.11 多 重 集合 {5.a, 1.0, 1.c, 1.d,1.ec}) 中 的 全 体 元 素 构成 字母 序列 , 求 其 中 

(1) 任何 2 个 a 都 不 相 邻 的 序列 数 . 

(2) bc.de 中 任何 2 个 字母 不 相 邻 的 序列 数 . 

8.12 求 满足 不 等 式 zi 十 zz 十 x 三 6 的 正 整数 解 的 个 数 . 

8.13 求 多 重 集 S=={3，a,4，b,2。c}) 中 的 所 有 元 素 构成 的 且 同 类 字母 的 全 体 不 能 相 
邻 的 排列 数 . 例如 ,排列 aabbbacbc 符合 要 求 ,而 排列 abbbbcaac 不 符合 要 求 . 

8.14 (1) 设 有 一 排 n 个 座位 ,顺序 标记 为 1,2,…,n, 若 从 其 中 选 出 & 个 座位 并 使 得 没 
有 两 个 座位 是 相 邻 的 , 问 有 多 少 种 选 法 ? 

(2) 和 (1) 类 似 , 如 果 这 个 座位 围 成 一 个 圆圈 ,车 从 其 中 选 出 个 座位 并 使 得 没有 两 
个 座位 是 相 邻 的 , 问 有 和 多少 种 选 法 ? 

8.15 一 个 商店 出 售 20 种 冰激凌 . 一 个 顾客 买 4 盒 冰 激 次, 问 有 多 少 种 选 法 ? 如 果 4 
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盒 中 只 有 3 种 冰激凌 . 问 有 多 少 种 选 法 ? 

8.16 有 3 类 明信片 ,分 别 是 3、4、5 张 . 把 它们 全 部 送 给 5 个 朋友 (允许 有 的 人 得 到 0 
张 ), 问 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

8.17 有 多 少 种 方法 把 2n 十 1 个 苹果 分 给 3 个 孩子 而 使 得 任 两 个 孩子 的 苹果 数 加 在 一 
起 比 剩 下 那个 孩子 的 苹果 多 ? 

8.18 有 3 只 蓝 球 .2 只 红 球 .2 只 黄 球 , 排 成 一 排 , 若 要 求 黄 球 不 相 邻 , 问 有 多 少 种 排 法 ? 

8.19 由 2 个 1.3 个 2.2 个 3 组 成 7 位 数 ,要 求 在 这 些 数 中 不 出 现 连续 的 2 个 1 .连续 
的 3 个 2 和 连续 的 2 个 3, 问 这 样 的 7 位 数 有 多 少 个 ? 

8.20 ”在 空间 直角 坐标 系 中 ,如 果 一 个 点 的 +、y、z 坐标 都 是 整数 就 称 这 个 点 为 整 点 . 
求 由 平面 x 十 y 十 z==n 和 x 二 0、y 二 0、z 二 0 的 平面 所 围 成 区 域 (包括 围 成 区 域 的 平面 在 内 ) 
的 整 点 个 数 ,这 里 的 是 给 定 的 正 整 数 . 

8.21 求 以 是 n 边 形 的 顶点 作为 顶点 ,以 n 边 形 内 部 的 对 角 线 作为 边 的 三 角形 有 多 
少 个 ? 

8.22 设 N={1,2,* },f: N—>N. 

(1) 如 果 了/ 是 单调 递增 的 ， 问 不 同 的 有 多 少 个 ? 

(2) 如 果 了 是 严格 单调 函数 , 问 不 同 的 上 有 多 少 个 ? 

8.23 从 {1,2,…,9} 中 选取 不 同 的 数字 构成 7 位 数 . 如 果 5 和 6 不 相 邻 , 则 有 多 少 个 
不 同 的 7 位 数 . 

8.24 在 1 到 1000 之 间 ( 包 括 1 和 1000 在 内 ) 有 多 少 个 整数 ,其 各 位 数字 之 和 小 于 7? 

8.25 设 A 为 n 元 集 ,A 上 可 定义 多 少 个 不 同 的 二 元 关系 ? 其 中 有 

(1) 多 少 个 二 元 关系 是 自 反 并 且 对 称 的 ? 

(2) 多 少 个 二 元 关系 既 不 是 对 称 的 ,也 不 是 反对 称 的 ? 

8.26 求解 下 列 递 推 方程 . 

(1) T(n)=T(n/2)+n,n=2:,T(2)=1. 

(2) TOz) 一 T(2 一 1) 十 22 ,T(1) 一 1. 

(3) T(n)=4T(n/2)+O(n). 

(4) T(n)=2T(n/2)+O(n). 

8.27 设 4a 为 实数 ,n 为 正 整数 且 恰 好 是 2 的 寡 . 用 下 述 算法 计算 a". 算法 的 思路 是 : 
如 果 已 经 计算 出 了 a” ,那么 将 这 个 数 与 自己 相 乘 ,就 可 以 得 到 a” 

(1) 设 算法 对 给 定 n 所 做 的 乘法 次 数 是 TT(n) , 列 出 TCy) 满 足 的 递 推 方程 和 初 值 

(2) 估计 工 (x) 的 阶 . 

(3) 下 面 的 数列 {F,} 称 作 Fibonacci 数列 : 

有 

其 中 F, 满足 下 ,二 Fi 十 Fz, 让 i 王 1,F, 二 1. 在 该 数列 的 前 面 加 上 一 个 0, 用 数学 归纳 法 


证 明 
Fn BP 有 
[ a bh 中 
(4) 对 于 一 2, 为 正 整数 ,如 何 利 用 上 述 公式 和 算法 计算 F,? 把 这 个 算法 与 直接 利 
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用 递 推 公式 F, 二 F,_i 十 F,_: 用 加 法 计算 F, 的 算法 进行 比较 ,哪个 效率 更 高 ? 为 什么 ? 

8.28 双 Hanoi 塔 问题 是 Hanoi 塔 问题 的 一 种 推广 ,与 Hanoi 塔 的 不 同 点 在 于 : 2n 个 
圆 盘 分 成 大 小 不 同 的 ”对 ,每 对 圆 盘 完全 相同 . 初始 ,这 些 圆 盘 按 照 从 大 到 小 的 次 序 从 下 到 
上 放 在 A 柱 上 ,最 终 要 把 它们 全 部 移 到 C 柱 ,移动 的 规则 与 Hanoi 塔 相同 . 

(1) 设计 一 个 移动 的 算法 . 

(2) 计算 你 的 算法 所 需要 的 移动 次 数 . 

8.29 设 A 是 n(n 二 1) 个 不 等 的 正 整数 构成 的 集合 ,其 中 = 二 2*,k 为 正 整 数 . 考虑 下 
述 在 A 中 找 最 大 和 最 小 的 算法 MaxMin: 如 果 A 中 只 有 2 个 数 ,那么 比较 1 次 就 可 以 确定 
最 大 数 与 最 小 数 , 否 则 ,将 A 划分 成 相等 的 两 个 子 集 A; 与 As. 用 算法 MaxMin 递归 地 在 
Ai 与 As 中 找 最 大 与 最 小 . 令 a 、as 分 别 表示 Ai: 与 As 中 的 最 大 数 ,b 与 bs 分 别 表示 A) 
与 A, 中 的 最 小 数 ,那么 maxfal ,as } 与 min{b ,bs) 就 是 所 需要 的 结果 . 对 于 规模 为 n 的 输 
入 ,计算 算法 MaxMin 最 坏 情况 下 所 做 的 比较 次 数 . 

8.30 利用 递 推 方程 求解 1,2,….n 的 错位 排列 个 数 D,. 

8.31 设 P(z)= 二 wo 十 qz 十 … 十 as-17”! 十 zx” 是 最 高 次 项 的 系数 为 1 的 nn 次 多 项 式 ， 
使 得 P(x)==0 的 实数 z 称 为 该 多 项 式 的 根 . 假设 存在 算法 A 和 B, 其 中 A 可 以 在 O(k) 时 
间 内 计算 一 个 次 多 项 式 与 一 个 1 次 多 项 式 的 乘积 ;B 可 以 在 O(ilogi) 时 间 内 计算 两 个 i 次 
多 项 式 的 乘积 . 利用 算法 A 和 B 设计 一 个 算法 确定 以 给 定 整 数 di,d,，…,d, 为 根 的 n 次 多 
项 式 P(x) 的 表达 式 , 并 估计 算法 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 . 

8.32 在 Internet 上 的 搜索 引擎 经 常 需 要 对 信息 进行 比较 ,比如 可 以 通过 某 个 人 对 一 
些 事物 的 排名 来 估计 他 (或 她 ) 对 各 种 不 同 信息 的 兴趣 ,从 而 实现 个 性 化 的 服务 . 对 于 不 同 
的 排名 结果 可 以 用 道 序 来 评价 它们 之 间 的 差异 . 考虑 1, 2,…, nn 的 排列 记 io…i, ,如 果 其 中 
存在 i, i ,使 得 jy 二 k 但 是 i 之 i, 那么 就 称 (i; ,i) 是 这 个 排列 的 一 个 逆序 .一 个 排列 含有 
逆序 的 个 数 称 为 这 个 排列 的 逆序 数 . 例如 ,排列 263451 含有 8 个 逆序 (2,1)，(6,3)， 
(6,4),，(6,5),(6,1),，(3,1),(4,1), (5,1), 它 的 逆序 数 就 是 8. 显然 ,由 1,2,…,n 构成 的 
所 有 2 个 排列 中 ,最 小 的 逆序 数 是 0, 对 应 的 排列 就 是 12…n; 最 大 的 逆序 数 是 n(n 一 1)/2， 
对 应 的 排列 就 是 n(n 一 1)…21. 逆序 数 越 大 的 排列 与 原始 排列 的 差异 度 就 越 大 . 利用 二 分 
归并 的 排序 算法 可 以 计数 一 个 排列 的 逆序 . 它 的 主要 思想 是 : 在 递归 调用 算法 分 别 对 子 数 
组 Li 与 L; 排 序 时 ,计数 每 个 子 数组 内 部 的 逆序 ;在 归并 排 好 序 的 子 数组 Li 与 L; 的 过 程 
中 ,计数 Li 的 元 素 与 L; 的 元 素 之 间 产生 的 逆序 .在 算法 运行 中 每 次 得 到 的 逆序 数 都 加 到 
逆序 总 数 上 . 下 面 是 一 个 归并 过 程 的 例子 . 

假如 两 个 排 好 序 的 子 数组 是 1,4,5 和 2,3,6, 在 归并 时 , 先 比 较 1 和 2,1 二 2, 没 有 逆序 ， 
移 走 1 ,第 一 个 数组 剩 下 2 个 数 ;接着 比较 4 和 2,4>2, 第 一 个 数组 的 4, 5 都 与 2 构成 逆序 ， 
即 (4,2)，(5,2) ,与 2 有 关 的 逆序 数 恰好 等 于 第 一 个 数组 剩 下 的 元 素 个 数 . 移 走 2, 逆 序 总 
数 加 2. 接着 比较 4 和 3, 移 走 3, 再 增加 2 个 逆序 ;接着 比较 4 和 6, 移 走 4, 不 增加 逆序 ; 比 
较 5 和 6, 移 走 5, 不 增加 逆序 . 在 这 个 过 程 中 逆序 数 共 增加 了 4, 恰 好 等 于 1,.4,5 与 序列 2， 
3,6 的 数 之 间 构 成 的 逆序 总 数 . 如 果 是 2 的 过 , 计 算 上 述 求 逆 序 的 算法 在 最 坏 情况 下 使 用 
的 比较 次 数 . 
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第 9 章 代数 系统 简介 


实践 中 存在 大 量 的 代数 系统 ,如 中 学 学 过 的 实数 及 其 加 法 与 乘法 运算 构成 的 实数 域 . 实 
数 和 矩阵 的 加 法 和 乘法 构成 的 矩阵 环 ,布尔 变量 及 其 与 或. 非 运 算 构 成 的 布尔 代数 ,还 有 集合 
代数 .向量 代数 等 . 它们 都 是 由 集合 及 运算 构成 ,这 些 运 算 都 遵从 某 些 规律 一 一 算 律 . 在 第 
3 章 和 第 4 章 已 经 讨论 了 集合 和 函数 ,使 用 这 些 概 念 可 以 给 出 代数 系统 的 一 般 定义 和 分 类 . 
本 章 首 先 简 要 给 出 代数 系统 的 一 般 概念 ,然后 对 某 些 典 型 的 代数 系统 加 以 讨论 . 


9.1 二 元 运算 及 其 性 质 


二 元 运算 是 最 常见 的 代数 运算 . 

定义 9.1 设 S 为 集合 ,函数 f: SXSS 称 为 S$ 上 的 一 个 二 元 运算 ,简称 为 二 元 运算 . 

例如 ,f: NXN>N,f( 二 zx,y 二 )==x 十 y 就 是 自然 数 集合 上 的 一 个 二 元 运算 , 即 普通 的 
加 法 运算 . 但 是 普通 的 减法 不 是 自然 数 集合 上 的 二 元 运算 ,因为 两 个 自然 数 相 减 可 能 得 负 
数 , 而 负数 不 属于 N, 这 时 也 称 集合 N 对 减法 运算 不 封闭 . 验证 一 个 运算 是 否 为 集合 S 上 
的 二 元 运算 ,首先 要 保证 参加 运算 的 可 以 是 S 中 的 任意 两 个 元 素 ( 包 含 相 等 的 两 个 元 素 )， 
而 运算 的 结果 也 是 S 中 的 一 个 元 素 , 即 S 对 该 运算 是 封闭 的 . 下 面 是 一 些 二 元 运算 的 例子 . 

例 9.1 (1) 自然 数 集合 N 上 的 加 法 和 乘法 是 N 上 的 二 元 运算 ,但 减法 和 除法 不 是 . 

(2) 整数 集合 ZZ 上 的 加 法 、 减 法 和 乘法 是 ZZ 上 的 二 元 运算 ,而 除法 不 是 . 

(3) 非 零 实数 集 R* 上 的 乘法 和 除法 都 是 R" 上 的 二 元 运算 ,而 加 法 减法 不 是 . 

(4) 设 M,(R) 表 示 所 有 nn 阶 实 和 矩阵 的 集合 (n 三 2) , 即 


QI a Qln 
Q21  Q22 on 

M,(R) = ay ER 
Um dn Unn 


则 和 矩阵 加 法 和 乘法 都 是 M,(R) 上 的 二 元 运算 . 

(5) S 为 任意 集合 , 则 U \ 门 一、 外 为 S 的 寡 集 PCS) 上 的 二 元 运算 ， 

(6) S 为 集合 ,Ss 是 S 上 的 所 有 函数 的 集合 , 则 合成 运算 * 是 S$ 上 的 二 元 运算 . 

通常 用 。* 、。 等 符号 表示 二 元 运算 , 称 为 算 符 . 设 f: SXS-~S 是 S 上 的 二 元 运算 ， 
对 任意 的 z,yES, 如 工 与 y 的 运算 结果 是 =, 即 

(< zy 二 ) 一 > 
可 利用 算 符 * 简 记 为 
三 二 


类 似 于 二 元 运算 ,对 于 任意 的 正 整 数 可 定义 集合 S 上 的 元 运算 . 
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定义 9.2 设 S 为 集合 ,” 为 正 整数 , 则 函数 
f: SXSxxS “I= 
尖 全 
称 为 S 上 的 一 个 元 运算 ,简称 为 n 元 运算 . 
例如 , 求 一 个 数 的 相反 数 是 实数 集 R 上 的 一 元 运算 , 求 一 个 数 的 倒数 是 非 零 实数 集 R* 
上 的 一 元 运算 . 在 和 客 集 合 P(S) 上 ,如 果 规 定 全 集 为 5, 那 么 求 集合 的 绝对 补 运算 可 以 看 作 
是 P(S) 上 的 一 元 运算 . 在 空间 直角 坐标 系 中 求 某 一 点 (x,y,z) 的 坐标 在 x 轴 上 的 投影 可 以 
看 作 是 实数 集 R 上 的 三 元 运算 /( 二 x,y,z 之 ) 二 x,， 因为 参加 运算 的 是 有 序 的 3 个 实数 ,而 
和 二 元 运算 一 样 ,也 可 以 使 用 算 符 来 表示 7 元 运算 . 若 F(<al az, ,av 二 >) 一 0, 则 可 
记 为 
ala29°"* dn) =b. 
例如 ， 
a)= 二 b 一 元 运算 ， 
qa1sqs) 二 b 二 元 运算 ， 
。(alyazydas) 一 0 三 元 运算 . 
这 些 相当 于 前 级 表示 法 ,但 对 二 元 运算 用 得 较 多 的 还 是 a1°4, 王 b. 根据 本 书 的 要 求 , 今 
后 所 涉及 的 代数 运算 仅 限于 一 元 和 二 元 运算 . 
如 果 集 合 S 是 有 穷 集 ,S 上 的 一 元 和 二 元 运算 也 可 以 用 运算 表 给 出 . 表 9-1 和 表 9-2 
是 一 元 和 二 元 运算 表 的 一 般 形 式 . 


表 9-1 表 9-2 


例 9.2 设 S=(1,，2) ,给 出 PCS) 上 的 运算 一 和 @ 四 的 运算 表 , 其 中 全 集 为 S. 
解 ”所 求 的 运算 表 如 表 9-3 和 表 9-4 所 示 . 


表 9-3 表 9-4 


例 9.3 设 S={1,2,3,4), 定 义 S 上 的 二 元 运算 如 下 : 
zey 一 (zy)mod 5, Vzx,yES. 


* 活 


求 * 的 运算 表 . 
解 (ry)mod 5 是 zy 除 以 5 的 余数 ,其 运算 表 如 表 9-5 所 示 . 


表 9-5 


二 | 
ce 上 二 中 | 
请 ce 上 心 | 心 


1 1 
2 2 
3 3 
4 4 


对 于 给 定 的 集合 S,S 上 可 以 存在 许多 二 元 运算 . 但 是 ,其 中 只 有 一 小 部 分 具有 良好 性 
质 的 才 有 实际 意义 . 下 面 定义 一 些 重要 的 运算 性 质 . 
定义 9.3 设 * 为 S 上 的 二 元 运算 . 
(1) 如 果 对 任意 的 z,yES 都 有 
T°*y=y°X, 
则 称 运算 "在 S 上 是 可 交换 的 ,或 者 说 "在 S 上 适合 交换 律 . 
(2) 如 果 对 任意 的 zx,y,zES 都 有 
(z。y)。z 一 工 。(y。z)， 
中 称 运 算 。 在 S$ 上 是 可 结合 的 ,或 者 说 "在 S 上 适合 结合 律 . 
(3) 如 果 对 任意 的 zxES 都 有 
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则 称 该 运算 * 适 合 晨 等 律 ,也 可 以 说 S 中 的 全 体 元 素 都 是 井 等 元 . 

例如 ,普通 加 法 和 乘法 在 N.Z.Q.R 上 都 是 可 交换 与 可 结合 的 ,但 减法 不 是 可 交换 与 可 
结合 的 . U .站 .外 在 短 集 P(S) 上 是 可 交换 与 可 结合 的 ,相对 补 一 在 P(S) 上 不 是 可 交换 与 
可 结合 的 . 矩阵 加 法 和 乘法 在 M, (R) 上 是 可 结合 的 ,其 中 和 矩阵 加 法 是 可 交换 的 ,但 矩阵 乘法 
不 是 可 交换 的 . 普通 加 法 与 乘法 一 般 不 适合 寡 等 律 , 但 0 是 加 法 的 寡 等 元 ,1 是 乘法 的 寡 等 
元 . 寡 集 P(S) 上 的 UU 和 门 运算 适合 笑 等 律 ,但 对 称 差 运算 不 适合 每 等 律 (除非 P(S) 王 
{名 )) ,因为 对 任意 集合 A, 如 果 A 关 名 , 则 A 由 4A 和 4A, 但 好 是 运算 由 的 寡 等 元 . 

对 于 适合 结合 律 的 二 元 运算 ,在 一 个 只 具有 该 种 算 符 的 表达 式 中 ,可 以 去 掉 标 记 运 算 顺 
序 的 括号 . 例如 ,加 法 在 实数 集 上 是 可 结合 的 ,那么 可 以 写 

《天 十 十 (十 押 三 工 十 十 < 十 仆 

如 果 每 一 次 参与 运算 的 元 素 都 是 同一 个 元 素 , 还 可 以 用 该 元 素 的 寡 来 表示 ,例如 ， 


Teloe。 和 or 一 In 


n 个 
关于 z 的 寡 运 算 ,使 用 数学 归纳 法 不 难 证 明 以 下 公式 : 


mn 为 正 整 数 


(a = 
例如 ,初等 代数 的 需 运 算 、. 关 系 合成 的 寡 运 算 以 及 矩阵 乘法 的 寡 运 算 的 公式 都 是 这 两 个 公式 
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的 具体 实例 . 
定义 9.4 设 * 和 * 是 S 上 的 两 个 二 元 运算 ,如 果 对 任意 的 zx,y,<ES 有 
Xx(y° zx) = (rx*y)° (rx*z), 
(y。z)x 工 一 (yxZ)。(zx 工 )， 
则 称 运算 * 对 * 是 可 分 配 的 ,也 称 * 对 * 适 合 分 配 律 . 
例如 ,在 实数 集 上 普通 乘法 对 加 法 是 可 分 配 的 ,在 阶 实 和 矩阵 的 集合 M,(CR) 上 和 矩阵 乘 
法 对 和 矩阵 加 法 是 可 分 配 的 . 而 在 竹 集 PCS) 上 U 和 站 是 互相 可 分 配 的 . 
定义 9.5 设 * 和 x 是 S 上 的 两 个 可 交换 的 二 元 运算 ,如 果 对 任意 的 x+,yES 都 有 
Xx*(r°y)=X, 
Ze(zxy) 一 并 
则 称 。 和 x* 满足 吸收 律 . 
例如 ,在 竹 集 PCS) 上 U 和 中 是 满足 吸收 律 的 . 
定义 9.6 设 * 为 S 上 的 二 元 运算 . 
(1) 若 存在 元 素 e,( 或 e,) ES 使 得 对 任何 x ES 都 有 
ez 一 工 (或 z。er = 7)， 
则 称 e (或 e.) 是 S 中 关于 运算 。 的 一 个 左 么 元 (或 右 么 元 ). 若 ecES 关于 。 既 是 左 么 元 ,又 是 
右 么 元 , 则 称 e 为 S 上 关于 运算 的 么 元 . 
(2) 若 存 在 元 素 0.( 或 0,) ES 使 得 对 任意 的 xES 有 
0。rK 二 0 (或 +。0,= 0,) 
则 称 0:( 或 0,) 是 S 上 关于 运算 * 的 左 零 元 (或 右 零 元 ). 若 0ES 关于 运算 "既是 左 零 元 ,又 是 
右 零 元 , 则 称 0 为 S 上 关于 运算 * 的 零 元 . 
(3) ecES 为 运算 。 的 么 元 . 对 于 任意 的 zxES, 如 果 存 在 y,ES( 或 y, ES) 使 得 
yz 一 e( 或 z。 交 一 e) 
则 称 w (或 yw) 是 z 的 左 ( 或 右 ) 逆 元 . 若 yES 既是 zx 的 左 逆 元 ,又 是 xz 的 右 逆 元 , 则 称 y 是 
Z 的 逆 元 . 
在 自然 数 集 N 上 加 法 的 么 元 是 0, 不 存在 零 元 ;乘法 的 么 元 是 1, 零 元 是 0. 在 M,(CR) 
上 ,全 0 的 宗 阶 矩 阵 是 关于 和 矩阵 加 法 的 么 元 和 和 矩阵 乘法 的 零 元 ,而 阶 单位 矩阵 ( 主 对 角 线 
元 素 为 1, 其 余 元 素 为 0) 是 关于 和 矩阵 乘法 的 么 元 . 在 寡 集 P(S) 上 ,名 是 U 运 算 的 么 元 和 门 
运算 的 零 元 ,S 是 门 运 算 的 么 元 和 UU 运算 的 零 元 . 
自然 数 集 N 关于 加 法 运算 只 有 0EN 有 逆 元 0, 其 他 的 自然 数 都 没有 加 法 逆 元 . 在 整数 
集 忆 中 ,加 法 么 元 为 0, 对 任何 整数 rz, 其 加 法 逆 元 是 一 z. 因为 
并 十 (一 工 ) 一 (一 基 ) 十 工 王 0. 
在 M,(R) 上 ,对 于 和 矩阵 乘法 只 有 可 逆 和 矩阵 MEM,(R) 存 在 逆 元 M-: ,使 得 
M-:M'=E 和 M'.M=E 
成 立 , 其 中 玉 为 n 阶 单位 矩阵 . 而 在 短 集 P(S) 上 ,对 于 UU 运算 只 有 名 有 逆 元 ,就 是 它 自己 ， 
其 他 的 元 素 都 没有 逆 元 . 
对 于 给 定 的 集合 和 运算 ,有 的 存在 么 元 ,有 的 不 存在 么 元 . 例如 ,R* 是 非 零 实数 集 ,* 是 R* 
上 的 二 元 运算 , 任 取 a, bER* 有 a*0 一 4 ,那么 不 存在 e ,使 得 对 所 有 的 ER” 都 有 "0 一 0 所 
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以 ,运算 * 没 有 左 么 元 . 类 似 地 ,运算 * 也 没有 右 零 元 . 任意 R* 的 元 素 a 都 是 运算 * 的 右 么 元 
和 左 零 元 . R* 中 有 无 数 多 个 右 么 元 和 左 零 元 ,但 是 既 没有 么 元 也 没有 零 元 . 
对 于 集合 S 和 给 定 的 二 元 运算 ,如果 么 元 或 零 元 存在 , 则 是 唯一 的 . 请 看 下 面 的 定理 . 
定理 9.1 设 * 为 S$ 上 的 二 元 运算 ,ee, 分 别 为 运算 * 的 左 么 元 和 右 么 元 , 则 有 
VW 三 
且 e 为 S 上 关于 运算 * 的 唯一 的 么 元 . 
证 明 aa 一 ex"er, (因为 e 为 右 么 元 ) 
eer 一 cr, (因为 e 为 左 么 元 ) 
所 以 ,e 一 e,. 
把 w=e, 记 作 e. 假设 S 中 存在 么 元 e“, 则 有 
所 nt 名 = 
所 以 ,e 是 S 中 关于 运算 * 的 唯一 的 么 元 . 图 
定理 9.2 设 * 为 S 上 的 二 元 运算 ,2 和 0. 分 别 为 运算 "的 左 零 元 和 右 零 元 , 则 有 
0 = 0,=0, 
且 0 是 S 上 关于 运算 。 的 唯一 的 零 元 . 
该 定理 与 定理 9. 1 的 证 明 类 似 , 此 处 不 再 重复 . 
定理 9.3 设 * 为 S 上 可 结合 的 二 元 运算 ,e 为 该 运算 的 么 元 . 对 于 zES 如 果 存 在 左 道 
元 wy 和 右 逆 元 y,, 则 有 


且 y 是 xz 的 唯一 的 逆 元 . 
证 明 Y=WN°e=y (ry) =(y°7) y=er y= yr, 
令 y= 二 y= 二 y, 假 设 y ES 是 xz 的 逆 元 , 则 有 
y ye yoroy) (y ox)oy ey= 3 画 

由 这 个 定理 可 知 ,对 于 可 结合 的 二 元 运算 来 说 ,元 素 x 的 逆 元 如 果 存 在 则 是 唯一 的 . 通 
常 把 这 个 唯一 的 逆 元 记 作 zx. 

上 述 定理 表明 , 逆 元 和 勾 元 、 零 元 不 同 . 如 果 么 元 或 零 元 存在 ,一定 是 唯一 的 ,而 逆 元 是 
与 集合 中 的 某 个 元 素 相 联系 的 ,有 的 元 素 有 逆 元 ,有 的 元 素 没 有 逆 元 ,不 同 的 元 素 则 对 应 着 
不 同 的 逆 元 . 如 果 运 算是 可 结合 的 ,那么 对 集合 中 给 定 的 元 素来 说 , 逆 元 若 存在 , 则 是 唯 
一 的 . 

定义 9.7 设 * 为 S 上 的 二 元 运算 ,如果 对 任意 的 zx,y,<ES 满足 以 下 条 件 : 

(1) 若 z*y 一 zz 且 xZ 不 是 零 元 , 则 > 一 z; 

(2) 若 yz 一 ze 上 且 工 不 是 零 元 , 则 y 一 =. 

就 称 运算 * 满 足 消去 律 . 
例如 ,在 整数 集合 上 加 法 是 满足 消去 律 的 . 对 任意 的 整数 x、y、z 由 
ZX 十 y= 二 ZX 十 zx 或 y 十 X= 二 zx 十 x 


y= z。 
消去 了 z. 类 似 地 ,对 乘法 也 有 消去 律 . 但 在 宕 集 P(S) 上 , 取 A,B,CEP(S), 由 AUB= 
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AUC 不 一 定 能 得 到 B= 二 C. 所 以 ,U 运 算 不 满足 消去 律 .但 是 对 称 差 运 算 四 满足 消去 律 . 
在 使 用 消去 律 时 要 注意 ,消去 的 元 素 不 能 是 该 运算 的 零 元 . 例如 ,普通 乘法 适合 消去 
律 .但 是 ,不 能 由 0X5 二 0X6 得 到 5 二 6. 因为 0 是 乘法 的 零 元 . 
例 9.4 设 瑟 是 字母 的 有 穷 集 , 称 为 字母 表 , 研 中 的 有 限 个 字母 组 成 的 序列 称 为 王 上 的 
串 . 对 任何 串 w, 串 中 字母 的 个 数 称 作 串 的 长 度 , 记 作 |o|. 长 度 是 0 的 串 称 作 空 串 , 记 作 ^ 
对 任 给 的 自然 数 &, 令 
2 {vn Di | vi €2,j = 1,2,.…,k}. 
显然 孚 是 三 上 所 有 长 度 为 & 的 串 的 集合 . 特别 地 有 
> = {4}, 
2 二 BW Ws 
2" 三 也 人 2 UW 
其 中 5+ 是 上 长 度 大 于 等 于 1 的 所 有 有 限 串 的 集合 ,而 5" 是 上 所 有 有 限 串 (包括 空 串 ) 
的 集合 . 
下 面 规定 3” 上 的 二 元 运算 。. 对 任意 w,pEY",o 一 aiaz…an ,9 二 bi1b2*…b,， 
sg9 一 Qid2…Qan0l02…D， 
运算 * 把 串 p 接 在 串 w 的 后 面 , 称 之 为 连接 运算 . 它 是 53" 上 的 二 元 运算 . 下 面 研 究 它 的 
性 质 . 
对 任意 w,p, yE5* 有 
(w° 9)° y=w° (gp°y), 
即 连接 运算 满足 结合 律 ,但 不 满足 交换 律 . 它 的 乏 元 是 空 串 4. 
在 上 还 可 以 定义 一 个 一 元 运算 求 一 个 串 的 反串 , 记 作 .对 任意 w E53” ,wow 一 


aiaz*…an， 有 


WW 三 dnd nl1"""d2d1. 
对 任意 串 w E35" ,如 果 wo 一 必 , 则 称 该 串 是 一 个 回 文 . 例如 ,1、100001、10101 都 是 
{0,1)* 上 的 回 文 . 
对 给 定 的 ,3* 的 任何 子 集 都 称 为 上 上 的 一 个 语言 , 记 作 工 , LS3*. 因为 P(5*) 是 
3* 的 所 有 子 集 的 集合 , 它 恰 好 表示 了 三 上 所 有 语言 的 集合 . 例如 ,5={0,1}) ,那么 
Li={(01)" |n EN}= {4,01,0101, .…}, 
L: = {0"1" |n EN} = {4, 01, 0011，…)， 
Ls = {0"10" | n EN} = {1, 010, 00100, …} 
都 是 三 上 的 语言 ,其 中 Ls 是 回 文 语言 . 
在 P(3*) 上 可 以 定义 二 元 运算 U.、 门 和 。, 其 中 UU 和 门 为 集合 的 并 和 交 运 算 , 而 运算 * 定 
义 为 : 对 任意 的 Li,L, EP(3* ) 有 
Li°L:= {wo|wEL NpEL,}. 
即 Li°Ls 表示 由 Li 中 的 串 连接 工 ; 中 的 串 构 成 的 所 有 新 串 的 集合 . 显然 ,运算 "在 P(3*) 上 
是 可 结合 的 ,但 不 是 可 交换 的 , 且 么 元 为 1A}. 
在 P(3*) 上 也 可 以 定义 一 元 运算 , 记 作 '. 对 任意 LEP(5*) 有 
L=i{9 |9EL). 
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例如 ,一 {0"112EN)} , 则 

工 = {1"0"* |n €N})}. 
如 果 对 于 某 个 LEP(S*) 有 L ==L, 则 称 工 为 3 上 的 镜像 语言 . 易 见 回 文 语言 一 定 是 镜像 语 
言 ,但 镜像 语言 不 一 定 是 回 文 语言 . 例如 ,语言 {01,10} 是 镜像 语言 ,但 不 是 回 文 语 言 . 


9.2 代数 系统 


定义 9.8 非 空 集合 S 和 S 上 的 个 运算 万 , 户 ,…… 太 (其 中 fi 为 ni 元 运算 ,i 二 1,2,…,k) 
组 成 的 系统 称 为 一 个 代数 系统 ,简称 代数 , 记 作 二 S, 了 fi, fs，…,fi 记 . 

例如 ,二 N, 十 二 ,二 Z, 十 ,* 二 .<R, 十 ,。 二 都 是 代数 系统 ,其 中 十 为 普通 加 法 ,为 
普通 乘法 . 二 M,(R) ,十 ,。 二 是 代数 系统 . 其 中 十 和 “。 分别 表示 矩阵 加 法 和 和 矩阵 乘法 . 
<P(S),U ,站 ,~> 也 是 代数 系统 , 它 包含 两 个 二 元 运算 和 一 个 一 元 运算 . 

在 某 些 代数 系统 中 对 于 给 定 的 二 元 运算 存在 么 元 或 零 元 ,并 且 它 们 对 该 系统 的 性 质 起 
着 重要 作用 , 称 之 为 该 系统 的 特异 元 素 或 代数 常数 . 为 了 强调 这 些 特异 元 素 的 存在 ,有 时 把 
它们 列 到 有 关 的 代数 系统 的 表达 式 中 . 例如 ,二 Z, 十 之 的 么 元 是 0, 也 可 记 为 过 Z, 十 ,0>. 
二 P(S),UU, 门 ,~ 过 中 U 和 门 的 么 元 分 别 为 如 和 S, 同 样 也 可 记 为 <P(S),U, 门 ,~~,2,S>. 
具体 采用 哪 一 种 记 法 要 看 所 研究 的 问题 是 否 与 这 些 代 数 常数 有 关 . 

定义 9.9 设 V=<5S, 有 ,fo，,…,fi 二 是 代数 系统 ,BCSS 且 B 关 多 ,如 果 B 对 所 ,fa，…， 
fr 都 是 封闭 的 , 且 B 和 S 含有 相同 的 代数 常数 , 则 称 二 B, 了 有 i,f;,…,f; 二 是 V 的 子 代 数 系 
统 , 简 称 子 代数 . 

例如 ,二 N, 十 二 是 二 Z, 十 二 的 子 代数 . 因为 N 对 十 是 封闭 的 , 且 它 们 都 没有 代数 常数 . 
<N, 十 ,0 之 是 二 Z, 十 ,0 过 的 子 代 数 ,因为 N 对 加 法 封闭 , 且 它 们 都 具有 相同 的 代数 常数 0. 
<N 一 {0) ,十 二 是 <Z, 十 二 的 子 代数 ,但 不 是 二 Z, 十 ,0 二 的 子 代数 . 因为 代数 常数 0 不 出 
现在 N 一 {0} 中 . 

通常 考虑 一 个 代数 系统 ,除了 它 的 集合 和 集合 上 的 运算 外 ,还 要 规定 这 些 运算 的 性 
质 一 一 代数 系统 的 公理 . 而 代数 常数 往往 与 某 些 公理 联系 在 一 起 ,比如 有 的 代数 常数 表示 
了 该 系统 的 二 元 运算 存在 么 元 . 由 子 代数 的 定义 不 难看 出 ,V 的 子 代数 与 V 本 身 不 仅 具 有 
相同 的 代数 运算 ,并 且 这 些 运 算 也 具有 相同 的 性 质 ,它们 是 非常 相似 的 代数 系统 ,只 是 子 代 
数 比 原来 的 代数 系统 小 一 些 就 是 了 . 

对 任何 代数 系统 V 王 二 S, 户 , 户 ,…, 户 二 ,其 子 代数 一 定 存在 . 最 大 的 子 代 数 就 是 V 本 
身 . 如 果 令 V 中 所 有 的 代数 常数 构成 的 集合 是 B, 且 B 对 V 中 所 有 的 运算 都 是 封闭 的 , 那 
么 ,B 就 构成 了 V 的 最 小 的 子 代 数 . 这 种 最 大 与 最 小 的 子 代 数 称 为 V 的 平凡 的 子 代 数 . 如 
果 V 的 子 代 数 V = 二 B, 所 ,fi，,… ,fi 二 满足 BCS, 则 称 V 是 的 真子 代数 . 为 了 叙述 的 
方便 ,有 时 也 将 子 代数 V'== 二 B., 所 ,fs,，…,fi 二 简称 B. 

例 9.5 设 V=<Z, 十 ,0, 令 

nZ== {nz | x EZ}，nn 为 自然 数 ， 

那么 ,nZ 是 V 的 子 代 数 . 

证 明 任 取 nzZ 中 的 两 个 元 素 nz 和 nz ,zi,zz EZ, 则 有 

nzi 十 和 es = nn(zi 二 22) EnZ, 
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即 nZ 对 十 运算 是 封闭 的 ,并 且 0 二 n*0EnZ. 所 以 ,xzZZ 是 一 Z ,十 ,0 二 的 子 代数 . 

当 ?z 一 1 时 ,nZ 就 是 V 本 身 , 当 n==0 时 ,0Z 二 {0} 是 V 的 最 小 的 子 代数 ,而 其 他 的 子 代 
数 都 是 V 的 非 平 凡 的 真子 代数 . 

由 两 个 代数 系统 Vi 和 Vs 可 以 产生 一 个 新 的 代数 系统 Vi XV: ,这 就 是 w 与 Vs 的 积 
代数 . 限于 篇 幅 , 下 面 仅 对 含 一 个 二 元 运算 的 代数 系统 给 出 积 代数 的 定义 . 

定义 9.10 设 册 = 二 Si,。>,Vw 王 二 S$,* 二 是 代数 系统 ,。 和 >* 元 运算 . Vi 和 
Vs 的 积 代数 Vi XV 是 含有 一 个 二 元 运算 的 代数 系统 , 即 Vi XV 二 二 S,， 二 ,其 中 S= 
S;XS:, 且 对 任意 的 <z ,二 ,二 zy 二 ES XSs 有 

rn > ry 二 一 所 XN * ys >. 

设 刀 = 二 Z, 十 >,V 一 二 Ms CR) ,之 ,其 中 十 和 “。 分 别 表 示 整 数 加 法 和 矩阵 乘法 , 那 

么 ViXV: 是 
VX =<ZXMR), > 
对 任意 的 二 zi ,Mi ,二 zz ,Ms 二 EZXMs(CR) 都 有 
< zyMi >。 二 xz ,M: 二 一 志 zx 十 zz ，M。M: >. 
(| 


0 


可 以 推广 定义 9. 10. 如 果 原 来 的 两 个 代数 系统 分 别 含 有 代数 常数 ,比如 说 Vi 的 代数 
常数 为 am ,Vs 的 代数 常数 为 a; ,那么 ,二 ai ,a 二 就 是 积 代数 Vi XV 中 的 代数 常数 .例如 ， 


) 


例如 ， 


0 0 
EL 人 
[| 


Vi=<=<Z,+,0>,V; -mow "， 


i 
10.0 

Vi XV 《em ol 1 | 
0 人 和 1 


类 似 地 ,可 以 定义 3 个 代数 系统 的 积 代数 . 例如 ,V= 二 二 Z, 十 ,0 二 ,那么 有 
VVXTVEC SDL 0 0; 
并 且 对 任意 的 二 zi ,yi,zi 记 ,二 zz ,yz :zs 盖 EZXZXZ 有 
TN > < zy 二 一 所 Ti 十 zzyyl 十 yyzl 十 zz 二。 
不 难 证 明 ,如 果 Vi 和 V: 中 的 二 元 运算 都 是 可 交换 的 (可 结合 的 或 寡 等 的 ) , 则 积 代数 
中 相应 的 二 元 运算 也 是 可 交换 的 (可 结合 的 或 寡 等 的 ). 如 果 ei 、es 分 别 为 V, 和 Vs 的 么 元 ， 
那么 ==ei ,es 二 就 是 积 代数 Vi XV 的 么 元 . 如 果 zi 在 Vi 中 的 道 元 为 xz7! ,zxz 在 Vs 中 的 北 
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1 0.0 
积 代数 Vi XV esi 0 0; 下 裔 
0 0 1 
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元 为 rz: ,那么 在 积 代数 Vi XV 中 ,<zil,zzl> 就 是 < rr 二 的 逆 元 . 

代数 系统 的 同 态 与 同 构 就 是 在 两 个 代数 系统 之 间 存 在 着 一 种 特殊 的 映射 一 一 保持 运算 
的 映射 , 它 是 研究 两 个 代数 系统 之 间 关 系 的 强 有 力 的 工具 . 下 面 先 对 只 具有 一 个 二 元 运算 
的 代数 系统 给 出 同 态 映射 的 定义 . 

定义 9.11 设 V 王 一 Si,">,Vs 一 一 So:,* 之 是 代数 系统 。 和 = 是 二 元 运算 . 如 果 存 
在 映射 p: SS， 满足 对 任意 的 zx,yES 有 

p(X°Y)=9(7r) * p(y), 

则 称 是 Vi 到 V: 的 同 态 映射 ,简称 同 态 . 称 二 gp(S1),* 二 是 Vi 在 9g 下 的 同 态 像 . 

例如 ,Vi 二 二 Z, 十 二 ,V; 二 <Z, 曙 二 ,其 中 十 为 普通 加 法 ,外 为 模 n 加 法 . 即 Vz,yE 
Z, 有 

XBy= (r+y)modn. 
这 里 = 二 {0,1,…, n 一 1}. 令 
9p: Z> ,9(7) = (r)modn, 
则 g 是 Vi 到 Vs 的 同 态 . 因为 对 任意 xz, >yEZ 有 
p(T+y)= (r+y modn= (rmod nO (ymodn 
= g(x) © op(y). 
又 比如 令 p: RR1+ ,p(x) 二 e ,那么 og 是 <R, 十 二 到 二 R+ ,， 二 的 同 态 , 因 为 对 任意 zx,yER， 
下 式 成 立 ， 
大 十 一 ee “e 一 PCZ)。PCy) 
定义 9.12 设 g 是 凡 = 一 Si,。> 到 V:=<<S:,x* 之 的 同 态 ,如 果 9 是 满 射 的 , 则 称 9 


为 Vi 到 V 的 满 同 态 , 记 作 V~~V。. 如 果 9 是 单 射 的 , 则 称 9 为 Vi 到 Vs 的 单 同 态 . 如 果 9 


是 双 射 的 , 则 称 p 为 Wi 到 V 的 同 构 , 记 作 Vi 之 V，. 
例 9.6 (1)V= 过 Z, 十 二 ,给 定 a€2Z, 令 
Ga: ZZ,9 (7) = ar, Vr EZ. 


ES 


人 


那么 任 取 = ,x EZ 有 
(zl 十 zx) 一 QCzl 十 zz) 王 azl 十 azs 一 (zi) 十 mo(zz)， 

所 以 ps 是 V 到 自身 的 同 态 , 这 时 也 称 yg。 为 V 的 自 同 态 . 

当 a 二 0 时 ,有 VYzEZ,qo(z) 二 0, 称 m 为 零 同 态 ,其 同 态 像 为 <{0}) ,十 二 . 

当 a=1 时 ,有 VzEZ,9p(z) 王 >,9 为 2Z 的 恒 等 映 射 ,显然 是 双 射 ,其 同 态 像 就 是 
一 Z, 十 二 .这 时 gi 是 V 的 自 同 构 . 同 理 可 证 p-: 也 是 Y 的 自 同 构 . 

当 a 关 土 ] 且 a 关 0 时 , YEZ 有 qs (x) 二 az, 易 证 9。 是 单 射 的 ,这 时 4 为 V 的 单 自 同 
态 , 其 同 态 像 <aZ, 十 二 是 <Z, 十 二 的 真子 代数 . 

(2) 令 态 = 二 <5 >, 一 <N, 十 > 定义 p: 5" 一 N 如 下 ; 

pw) =|w|, Vw€ES’. 
易 证 9g 是 Vi 到 Vs 的 映射 , 且 满足 : Vw , ws EY 有 
pw wa)= wew|= wl 二 lw |=9Cw) + 9(ws) 
所 以 ,gp 为 Vi 到 V 的 同 态 , 且 是 满 同 态 . 其 同 态 像 就 是 V,. 如 果 三 中 只 含有 一 个 字母 , 比 
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如 说 4, 那么 3* = 二 {a"|nEN}). 这 时 9 是 双 射 的 ,就 是 Vi 到 V。 的 同 构 了 . 

定义 9.11 的 同 态 概念 可 以 推广 到 一 般 的 代数 系统 中 去 . 先 考虑 具有 两 个 二 元 运算 的 
代数 系统 . 

设 V 二 <S1,*,，* 之 ,Vs 一 二 S,,。 ,x “全 是 代数 系统 ,其 中 。* 。、* “都 是 二 元 运 
算 . 如 果 pg: Si 一 S$: 满足 以 下 条 件 : Vz,，yES; 有 

(1) p(z*y) 一 p(z)。p(y)， 

(2) p(Czxy) 一 PCz)x“p(y)， 
则 称 g 是 Vi 到 V。 的 同 态 映射 ,简称 同 态 . 

例如 ,总 二 过 Z, 十 ,， 二 ,Vi 二 过 ,名 , 昌 记 , 其 中 十 、… 为 普通 的 加 法 和 乘法 . 四 为 模 
nn 加 法 ,为 模 乘法 ， 即 对 任意 x,yEZ 有 

TOy = (ry)modn, 
令 p: ZL,9p(z) 二 (7)mod n, 那 么 易 证 
p(x+y) = (r+y modn= (rx) mod nO (y) mod n= g(x) D p(y) 
PCZ。y) = (rymodn= (Z) mod nO(y) mod n= p(x)Oop(y) 

所 以 og 是 Vi 到 V 的 同 态 , 且 是 满 同 态 . 

类 似 地 ,还 可 以 把 同 态 的 概念 推广 到 两 个 具有 上 & 个 运算 的 代数 系统 中 去 . 

下 面 考虑 除了 二 元 运算 以 外 还 具有 一 元 运算 的 代数 系统 . 设 Vi== 二 S51,° ,A 二 ,V,= 
二 S; ,x* ,A' 二 是 代数 系统 ,其 中 。、x* 是 二 元 运算 ,A 和 A 是 一 元 运算 . 如 果 映 射 p: Si 一 5S。 
满足 以 下 条 件 

(1) Vx,yES1, 有 9p(x°y)=9(7) * p(y), 

(2) VxES1, 有 (A(z))=A’ (g(x)), 
则 称 g 是 Vi 到 V 的 同 态 . 

例如 ,Vi 二 二 R, 十 ,一 二 ,V: 二 二 R+ ,。, 二, 其 中 十 、* 为 普通 加 法 和 乘法 ,一 zx 表示 
求 z 的 相反 数 ,x ! 表 示 求 z+ 的 倒数 . 令 p: RR* ,gp(z) 二 e* ,那么 Yr,yER 有 

PCZ 十 y) 一 er 一 ee 一 PCzZ)。pCy)， 
9( 一 Z) 一 e 一 (er) = 9(7x) 1, 

所 以 ,gp 是 Vi 到 Vs 的 同 态 . 

最 后 考虑 具有 代数 常数 的 代数 系统 之 间 的 同 态 . 设 Vi==<Si,°,h 记 ,Vs 二 之 Si，,* 名 人 
是 代数 系统 ,其 中 。、* 为 二 元 运算 ,后 ESi ,ks ESs 是 代数 常数 . 如果 p: S1 一 Ss 满足 以 下 
条 件 : 

(1) Vz,yESi,p(z*y) 一 p(CZz) <p(y)， 

(2) p(khi)=k,, 
则 称 是 Vi 到 Vs。 的 同 态 . 

例如 ,VV 二 过 Z, 十 ,0 二 ,Vi 二 过 Z. 曙 ,0 二 ,其 中 十 是 普通 加 法 , 田 是 模 加 法 , 令 

9p:Z>,, p(xr)= (rmodn 


则 Vz,yEZ 有 
9p(Z 十 y) = (r+ymodn= (rmodn (ymodn = p(x) 四 pp(y)， 
9(0) = (0) mod n 一 0， 
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所 以 o 是 Vi 到 Vs。 的 同 态 . 

设 V==<<S1,*,* 之 ,Vs 二 达 S;,。 ,x*“ 之 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,yp 是 Vi 到 
Vs 的 同 态 ,不 难 证 明 g 具有 以 下 性 质 . 

(1) 若 * (或 * ) 是 可 交换 的 (可 结合 的 或 寡 等 的 ) , 则 (或 * ) 在 8(S:) 中 也 是 可 交换 的 
(可 结合 的 或 寡 等 的 ). 

(2) 若 * 对 * 是 可 分 配 的 , 则 ”对 * “在 g(Si) 中 也 是 可 分 配 的 . 

(3) 车 * 和 * 是 可 吸收 的 , 则 "和 x* "在 gp(S) 中 也 是 可 吸收 的 . 

(4) 若 e 是 S 中 关于 。 运 算 的 乏 元 ,9 是 Si 中 关于 。 运 算 的 零 元 ,那么 pg(e) 和 p(0) 分 别 
是 p(Si) 中 关于 "运算 的 么 元 和 零 元 . 对 于 x E51, 如 果 x-! 是 x 的 关于 运算 的 逆 元 , 则 
glx!) 是 p(z) 关 于 "运算 的 逆 元 . 对 于 x* 和 x 运算 也 有 类 似 的 性 质 . 


9.3 几 个 典型 的 代数 系统 


本 节 主 要 介绍 半 群 与 群 、 环 与 域 . 格 与 布尔 代数 等 典型 的 代数 系统 . 

定义 9.13 设 V 王 二 S$,。> 是 代数 系统 ,为 二 元 运算 . 

(1) 如 果 。 是 可 结合 的 , 则 称 V= 二 S,。 二 为 半 群 . 

(2) 如 果 半 群 V= 二 S,。 二 中 的 二 元 运算 含有 乏 元 , 则 称 V 为 含 么 半 群 ,也 可 称 作 独 异 
点 . 为 了 强调 么 元 e 的 存在 .有 时 将 独 异 点 记 为 二 S,。 ,ce 二 . 

(3) 如 果 半 群 V= 二 S$,。>( 独 异 点 V 王 二 S$,*,e 之 ) 中 的 二 元 运算 是 可 交换 的 , 则 称 
为 可 交换 半 群 (可 交换 独 异 点 ). 

例 9.7 (1) 二 2Z+ ,十 > <N, 十 > <Z, 十 > <Q, 十 > 天 R, 十 > 都 是 可 交换 半 群 ， 
其 中 十 表示 普通 加 法 . 其 中 除了 到 2Z+ ,十 二 外 都 是 可 交换 独 异 点 ,这 里 普通 加 法 十 的 么 元 
是 0. 

(2) 二 M,,(R),， 二 是 半 群 和 独 异 点 ,其 中 ，。 表 示 和 矩阵 乘法 , 么 元 是 n 阶 单位 矩阵 E. 

(3) 到 3 ,。 二 是 半 群 和 独 异 点 ,其 中 三 是 有 穷 字母 表 , 表 示 连 接 运算 , 么 元 是 空 串 4. 

(4) 二 P(B), 曙 二 是 可 交换 半 群 和 独 异 点 ,其 中 外 表示 集合 的 对 称 差 运算 , 么 元 是 2. 

(5) 到 Z, ,外 二 是 可 交换 半 群 和 独 异 点 ,其 中 ,二 {0,1,…, ?一 1} ,电表 示 模 加 法 , 乏 
元 是 0. 

可 以 把 上 述 独 异 点 分 别 记 作 二 N, 十 ,0 二 ,二 Z, 十 ,0 二 .二 Q, 十 ,0、 二 R, 十 ,0 二 、 
<M,R),* ,E> 、<3 ,° ,>.<P(B),B,L> 和 <zZ, ,©®,0>. 

由 于 半 群 与 独 异 点 S 中 的 运算 是 可 结合 的 ,可 以 定义 运算 的 客 . 对 任意 的 xES, 在 半 
群 V= 二 5,。 二 中 规定 ,对 于 任意 正 整 数 n,x”" 是 


TT 二 


I= 0. 


在 独 异 点 V 二 二 S,。,e 二 中 ,对 于 任意 自然 数 n,x”" 的 定义 是 : 


= 


易 证 zx 的 寡 遵 从 以 下 规律 : 
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La == es 

这 里 的 m 和 在 半 群 中 代表 正 整 数 ,而 在 独 异 点 中 代表 自然 数 ( 可 以 等 于 0). 

下 面 讨论 群 , 群 是 一 种 特殊 的 独 异 点 ,也 是 一 种 特殊 的 半 群 . 

定义 9.14 设 <G,*>> 是 代数 系统 "为 二 元 运算 . 如 果 。 是 可 结合 的 ,存在 么 元 eEG， 
并 且 G 中 的 任意 元 素 x 都 有 zx! EG, 则 称 G 是 群 . 

在 例 9.7(1) 中 ,<Q, 十 > <Z, 十 > <R, 十 > 是 群 ,因为 任何 实数 z 的 加 法 逆 元 是 
一 x. 而 过 Zt+ ,十 > 和 <<N, 十 之 都 不 是 群 , 因 为 在 二 六 ,十 之 中 没有 加 法 么 元 ,而 在 <N, 十 之 
中 , 除 0 以 外 的 其 他 自然 数 都 没有 加 法 逆 元 . 在 例 9.7(2) 中 的 代数 系统 也 不 是 群 . 只 有 可 逆 
矩阵 MEM,(R) 才 有 道 阵 M-: ,而 M,CR) 中 并 不 是 所 有 的 矩阵 都 是 可 逆 和 矩阵 . 在 例 9.7(3) 中 ， 
除了 空 串 4 以 外 ,其 他 的 符号 串 都 没有 逆 元 ,所 以 二 3” ,* 二 也 不 是 群 . 例 9.7(4) 和 例 9.7(5) 
中 的 代数 系统 都 是 群 . 对 任意 zxEP(B),z 1! 就 是 zz 自己 ,因为 x+ 昌 + 二 多 .而 对 任意 的 XE 
Z, ,都 有 


Hm 
Ws 
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0， 工 一 0; 
并 天 0. 

例 9.8 设 G={e,a,b,c),* 为 G 上 的 二 元 运算 , 它 由 运算 表 9-6 给 出 . 不 难 证 明 G 是 
一 个 群 . 由 表 中 可 以 看 出 G 的 运算 具有 下 面 的 特点 : 

e 为 G 中 的 么 元 . 

“是 可 交换 的 . 

任何 G 中 的 元 素 与 自己 运算 的 结果 都 等 于 e. 

在 we 三 个 元 素 中 ,任何 两 个 元 素 运算 的 结果 都 等 于 另 一 个 元 素 . 一 般 称 这 个 群 为 
Klein 四 元 群 . 


下 面 介 绍 和 群 有 关 的 一 些 术 语 . 

若 群 G 中 的 二 元 运算 是 可 交换 的 , 则 称 群 G 为 交换 群 ,也 称 作 阿 贝尔 (Abel) 群 . 例 9. 7 
中 所 有 的 群 都 是 阿 贝 尔 群 . Klein 四 元 群 也 是 阿 贝 尔 群 . 

若 群 G 中 有 无 限 多 个 元 素 , 则 称 G 为 无 限 群 ,否则 称 为 有 限 群 . 对 于 有 限 群 G,G 中 的 
元 素 个 数 也 称 作 G 的 阶 , 记 作 |1G|. 例如 ,二 Z, 十 二 ,二 R, 十 记 都 是 无 限 群 二 Z, ,由 二 是 有 
限 群 ,其 阶 是 n. Klein 四 元 群 也 是 有 限 群 ,其 阶 是 4. 

设 G 为 群 ,由 于 G 中 每 个 元 素 都 有 逆 元 ,所 以 能 定义 负 的 索 . 对 于 任意 zxEG,zEZ+ ， 
定义 

i 
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那么 就 可 以 把 独 异 点 中 关于 zx” 的 定义 扩充 为 
2 és 
Xl! 二 Xx"。XxX， 7 为 非 负 整数 ， 
XZ" 二 (x)"， 7 为 正 整数 ， 
有 关 和 客运 算 的 两 个 公式 不 变 , 但 其 中 的 冯 和 ?7 可 以 是 任意 整数 . 
设 G 是 群 ,zEG, 使 得 己 一 e 成 立 的 最 小 的 正 整 数 & 称 作 的 阶 (或 周期 ). 如 果 不 存 在 
正 整数 & 使 二 = 一 e, 则 称 并 是 无 限 阶 的 . 对 有 限 阶 的 元 素 z, 通 常 将 它 的 阶 记 为 |z|. 例如 ,在 
群 二 Z ,十 之 中 ,只 有 0 的 阶 是 1, 其 他 的 元 素 都 是 无 限 阶 的 . 而 在 Klein 四 元 群 中 ,a、b 和 ce 
的 阶 都 是 2,e 的 阶 是 1. 在 模 6 的 加 群 二 Zs , 申 > 中 ,因为 2 由 2 四 2 一 0, 所 以 |2| 一 3. 同样 有 
14|==3,13|=2. 而 11 一 15| 一 6,10| 一 1. 不 难看 出 ,在 任何 群 G 中 么 元 e 的 阶 都 是 1. 
群 是 一 个 重要 的 代数 系统 , 它 具 有 许多 有 用 的 性 质 . 限于 篇 幅 , 略 去 有 关 定 理 的 证 明 ， 
仅 将 定理 本 身 列 在 下 面 , 供 读者 参考 . 
定理 9.4 设 G 为 群 , 则 G 中 的 索 运 算 满足 
(1) VrEG, (x 1) 1!=7z. 
(2) VzyyEG,(Czy) 2 En 
(3) VzEG,znezm 一 ztm mn 是 整数 . 
(4) VxEG,(x")" 二 x™ mn 是 整数 . 
定理 9.4(2) 式 可 以 推广 到 有 限 个 元 素 , 即 Vzi ,zz，…,zwEG 有 


(Ki Te) = gi, 

定理 9.5 G 为 群 , Ya,bEG, 方 程 ax==b 和 ya 二 b 在 G 中 有 解 , 且 有 唯一 解 . 

易 证 方程 a+==b 的 唯一 解 是 x 二 a-'b, 而 方程 ya 二 5b 的 唯一 解 是 y= 二 ba-!. 例如 ,S= 
{1,2,3} ,在 群 <P(S) ,四 > 中 有 方程 

{1， 四 = {1,3}), 
它 是 azx=b 的 形式 ,其 中 4 二 {1,2) ,6 二 {1,3) ,而 wz 中 省 略 的 算 符 应 该 是 对 称 差 四 . 由 定理 
9.5 有 
z=ab={1,2} "1{1,3} = {1,2} ® {1,3} = {2,3} 
不 难 验 证 这 就 是 原 方程 的 解 . 同 理 方程 
y@ {1} {2,3} 

的 解 是 y= 二 {1,2,3). 

定理 9.6 G 为 群 , 则 G 中 适合 消去 律 , 即 对 任意 <c,2,cEG 有 

(1) 车 ab==ac, 则 b=e. 

(2) 车 ba=ca, 则 6b=c. 

因为 在 G 中 没有 零 元 0, 所 以 对 G 中 的 任何 元 素 都 可 以 消去 . 在 集合 代数 中 有 关 对 称 
差 运算 的 消去 律 就 是 这 个 定理 的 一 个 实例 . 

定理 9.7 G 为 有 限 群 , 则 G 的 运算 表 中 的 每 一 行 (每 一 列 ) 都 是 G 中 元 素 的 一 个 置换 ， 
且 不 同 的 行 ( 或 列 ) 的 置换 都 不 相同 . 

这 就 是 说 ,在 G 的 运算 表 的 每 一 行 里 ,G 的 每 个 元 素 都 出 现 一 次 , 且 只 出 现 一 次 . 在 不 
同 的 行 里 元 素 的 排列 顺序 也 不 同 . 使 用 这 个 定理 可 以 通过 运算 表 很 快 地 判断 出 哪些 代数 系 
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统 V= 二 S,°。 志 不 是 群 . 
半 群 、 独 异 点 和 群 都 有 子 代数 ,分 别 叫 做 子 半 群 、 子 独 异 点 和 子 群 . 这 里 仅 对 子 群 给 予 
简要 介绍 . 
定义 9.15 设 群 <G,*, 理 是 G 的 非 空子 集 . 如 果 互 关于 G 中 的 运算 * 构成 群 , 则 
称 互 为 C 的 子 群 , 记 作 HG. 
例如 ,在 群 Z, 十 二 中 , 取 
2Z = {2z | z €2)}, 
则 2Z 关于 加 法 构成 二 Z, 十 二 的 子 群 . 同样 ,10} 也 是 二 Z, 十 二 的 子 群 . 在 Klein 四 元 群 G= 
{eya,b,c} 中 ,有 5 个 子 群 ; 
{e},{e,a},{e,b},{e,c},G. 
其 中 {e} 和 G 是 G 的 平凡 子 群 . 除了 G 自身 外 ,其 他 子 群 都 是 G 的 真子 群 . 
怎样 判定 G 的 子 集 互 能 够 构成 G 的 子 群 呢 ? 主要 使 用 以 下 判定 定理 . 
定理 9.8 设 G 为 群 ,有 H 是 G 的 非 空子 集 . 如 对 任意 x,yEH 都 有 xy-!EHH, 则 互 是 
G 的 子 群 . 
例 9.9 设 G 为 群 ， 
(1) 对 任何 xEG, 令 
H= {zx |k EZ}, 
即 x 的 所 有 竹 的 集合 . 不 难 判定 互 是 G 的 子 群 . 因为 任 取 电 中 的 元 素 x”、x', 都 有 
(== EH 
称 这 个 子 群 是 由 元 素 x 生成 的 子 群 , 记 作 二 zx 二. 
例如 , 群 二 Zs ,外 二 中 由 2 生成 的 子 群 包含 2 的 各 次 短 . 2 的 1 次 宕 就 是 2,2 的 2 次 竹 
即 2@82==4,2 的 3 次 短 即 2 四 2 由 2 一 0, 其 他 的 索 也 与 0,2,4 中 的 某 一 个 相等 ,所 以 
=<2>= {0,2,4). 
而 且 有 二 4 二 与 二 2 二 相等 . 同 理 有 
<3>= {0,3}, 
<1>=<5>=6, 
=0>>= {0}. 
(2) 设 G 为 群 , 令 C 是 与 G 中 所 有 的 元 素 都 可 交换 的 元 素 构成 的 集合 , 即 
C= {ala EGAVYzr EG(axr 一 za))， 
称 C 为 群 G 的 中 心 . 可 以 证 明 C 是 G 的 子 群 . 任 取 a,5EC, 只 要 证 明 ab ! 与 G 中 所 有 的 元 
素 都 可 交换 就 行 了 . YzxEG 有 
(ab ) 并 


ab z=ab ((z)) 
a(z 0 = a(be™ ) 
a(zb') = (az)b! (ra)b! 


(ab)s 


由 定理 9. 8 有 CG. 
对 于 阿 贝尔 群 G, 因 为 G 中 所 有 的 元 素 互相 都 可 交换 ,所 以 G 的 中 心 C 就 等 于 G. 
群 的 积 代数 也 称 作 群 的 直 积 . 只 要 把 积 代数 的 一 般 定义 应 用 到 群 上 就 可 以 了 . 这 里 不 
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再 做 进一步 的 讨论 . 下 面 介 绍 两 种 常用 的 群 . 

定义 9.16 在 群 G 中 如 果 存 在 a EG 使 得 

G= (alkE€EZ} 

则 称 G 为 循环 群 , 记 作 G 二 二 a 二 , 称 a 为 G 的 生成 元 . 

例如 ,二 Z, 十 二 是 循环 群 ,其 生成 元 是 1 或 一 1, 因 为 任何 整数 都 可 以 由 若干 个 1 或 者 
若干 个 一 1 相 加 而 得 到 . 过 Zu ,由 之 也 是 循环 群 ,其 生成 元 是 1 或 5. 这 是 由 于 0,1,…,5 中 
的 每 个 数 都 可 以 由 1 或 者 5 做 若干 次 模 6 的 加 法 得 到 . 比如 ， 

4 一 5 由 5 一 (5 十 5)mod6 一 (10)mod 6. 

循环 群 都 是 阿 贝尔 群 , 但 阿 贝尔 群 不 一 定 都 是 循环 群 . 例如 ,Klein 四 元 群 是 阿 贝尔 群 ， 
但 不 是 循环 群 . 

在 循环 群 G== 二 a 二 中 ,生成 元 a 的 阶 与 群 G 的 阶 是 一 样 的 . 如 果 “ 是 有 限 阶 元 ,1a|= 
2, 则 称 G 为 n 阶 循环 群 . 如 果 a 是 无 限 阶 元 , 则 称 G 为 无 限 循环 群 . 二 Z, 十 二 是 无 限 循 环 
群 , 二 Z, , 甸 二 是 阶 循环 群 . 对 无 限 循环 群 G= 二 a 这 ,G 的 生成 元 就 是 a 和 ae .而 对 7 阶 
循环 群 G= 二 a 二 ={e, a,a?,…,a”!),G 的 生成 元 是 a 当 且 仅 当 上 与 n 是 互 质 的 . 例如， 
二 Z, 十 二 是 无 限 循 环 群 ,其 生成 元 是 1 和 一 1, 一 1 是 1 的 加 法 逆 元 . 而 在 12 阶 循环 群 G= 
{esasr ,aul) 中 ,与 12 互 质 的 数 有 1、5、7、11. 那么 G 的 生成 元 就 是 a! 二 avas va? 和 oa. 在 
上 面 的 例子 里 ,二 Zs ,四 > 是 6 阶 循环 群 ,1 和 5 都 与 6 互 质 ,所 以 1 和 5 是 生成 元 . 

循环 群 G== 二 a 二 的 子 群 仍 是 循环 群 . 若 G 是 无 限 循环 群 , 则 G 的 子 群 除了 {e} 以 外 都 
是 无 限 循 环 群 ,n 阶 循环 群 G= 二 二 a 二 的 子 群 的 阶 都 是 n 的 因子 . 对 于 的 每 个 正 因子 4 ,在 
G 中 只 有 一 个 4 阶 子 群 ,就 是 由 a”“ 生 成 的 子 群 . 例如 ,G== 二 Z, 十 二 是 无 限 循环 群 , 则 G 的 
子 群 除了 {0} 以 外 都 是 无 限 循环 群 ,如 2Z,3Z,…,nZ,… ,其 中 


和 
但 对 12 阶 群 G={e,a,o ,…vaa},12 的 正 因子 是 1.2.3.4.6.12, 则 G 的 子 群 是 : 
<a>=<e>= {0), 1 阶 子 群 
<at>=<a>= {ea'}, 2 阶 子 群 
< >=<a>= {eat,as} 3 阶 子 群 
<at>=<a>= {ea ,a sa} 4 阶 子 群 
二 尾 汪 = 过 a 之 = {elaz,atyasyasyao} 6 阶 子 群 
<ai>=<a>=G 12 阶 子 群 


除了 循环 群 外 , 另 一 种 重要 的 群 就 是 置换 群 . 
定义 9.17 设 S={1,2,…,n),S 上 的 任何 双 射 函数 s: S 一 S 构成 了 S 上 个 元 素 的 
置换 , 称 为 n 元 置换 . 
例如 ,S 二 {1,2,3), 令 o: SS, 且 有 
ol)=2 02 =3, a3)=1, 
则 oc 将 1、2、3 分 别 置 换 成 2.3、1, 此 置换 常 被 记 为 


E 2 1 
6= 
2 六 -了 
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淋 


这 种 记 法 ,一般 的 元 置换 o 可 记 为 
1 2 .0 n 
Lg o(2) … ol 
由 排列 组 合 的 知识 可 以 知道 ,n 个 不 同 元 素 有 n! 种 排列 的 方法 . 所 以 ,S 上 有 7! 个 置 
换 .例如 ,{1,2,3)} 上 有 31(==6) 种 不 同 的 置换 , 即 
3 
小 


1 2 3 1 2 j] 1 
二 ， 02z 一 ， 0s 一 
1 2 3 2 3 3 
和 1 2 1 1 3 
04 一 ， 05 一 ， 0 一 . 
和 这 2 3 1 3 2 


对 于 元 置换 也 可 以 用 不 交 的 轮换 之 积 来 表示 . 设 元 置换 


rz 一 (aiaz…an)， mn, 


~ DL ~ 


那么 = 的 映射 关系 是 
QI1 m2 942 HU3 9 dnl Um dm 上 这 19 
而 其 他 的 元 素 a 都 有 a va. 称 + 为 m 阶 轮换 . 任何 元 置换 都 可 表 成 不 交 的 轮换 之 积 . 例 
如 ,o 是 {1,2,…, 6} 上 的 置换 , 且 
4 5 6 
4 > 


| 2 3 
0 一 
6 5 3 


1r6,2r-5.3F3.4F4 ,5 ,6 上 1， 
去 掉 3 和 4 这 两 个 保持 不 变 的 元 素 ,可 得 
1 Fr.6 ,6 中 ,2 m6,5 m2. 


那么 o 的 映射 关系 是 


所 以 
o = (16)(25)(3)(4). 
又 如 ,rt 也 是 {1,2,…,6)} 上 的 置换 , 且 


| 2 
一 Lg 
4 5 


t= (14325) (6). 
为 了 使 表达 式 简 洁 , 可 去 掉 1 阶 轮 换 . 那么 有 
o= (16)(25), 
t= (14325). 
根据 这 种 表 法 ,{1,2,3)} 上 的 置换 可 记 为 
ol (1) ,oz (12) ,os (13) ,as (23) ,as (123) ,as (L323 
设 S=={1,2,…,n},S 上 的 nn! 个 置换 构成 集合 5S, ,其 中 恒 等 置 换 1 一 (1) ES,. 在 S, 上 
规定 二 元 运算 ,对 任意 7 元 置换 o ,rES,,* 表 示 o 与 + 的 复合 . 显然 or 也 是 S 上 的 nn 元 置 
换 . 所 以 ,S, 对 运算 .是 封闭 的 , 且 。 是 可 结合 的 . 任 取 S, 中 的 置换 o, 有 
oc*°1,=1,°*6o= 6. 


所 以 , 便 等 置换 1, 二 (1) 是 S, 中 的 么 元 且 c 的 逆 置 换 


心 


则 有 
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fcG) c(2) … oln) 
| 
就 是 a 的 逆 元 . 这 就 证 明了 S, 关于 置换 的 复合 构成 一 个 群 , 称 之 为 S 上 的 元 对 称 群 ,S， 
的 任何 子 群 则 称 为 S 上 的 n 元 置换 群 . 
例如 ,Ss 二 {(1), (12), (13),(23),，(123),，(132)}) ,Ss 的 运算 表 如 表 9-7 所 示 . 


表 9-7 

[二 (C123 (13) (23) (123) (132) 
(1) (1) (12) (13) (23) (123) (5 的 
(12) (12) (1) (132) (123) (23) (13) 
(13) (13) (123) (1) (132) (12) (23) 
C23 (23) (132) (123) (1y (13) (C12) 
(123) (123) (13) (23) C1 (132) (1) 
(132) (132) (23) (12) (13) (1) (123) 


从 表 9-7 可 以 看 到 


CU C2 TN LIN 
所 以 ,Ss 不 是 阿 贝 尔 群 . 在 S; 中 ,(12)、(13) 和 (23) 都 是 2 阶 元 ,而 (123) 和 (132) 是 3 阶 元 . 
S， 有 6 个 子 群 , 即 
< R= (Ds 
< 
< = 
< = W233s 
< S= D(CDjs 
S: = (1 C2): 
其 中 {(1)} 和 S; 是 平凡 的 , 除 S; 自己 以 外 ,都 是 S; 的 真子 群 . 

下 面 考虑 另外 一 类 代数 系统 环 与 域 . 域 是 特殊 的 环 ,它们 都 是 具有 两 个 二 元 运算 
的 代数 系统 .通常 把 这 两 个 运算 分 别称 作 “ 加 法 ”和 “乘法 ”, 记 作 十 和 ，。，. 域 在 密码 学 中 有 
着 重要 的 应 用 . 

定义 9.18 设 <R, 十 ,，* 二 是 代数 系统 ,R 为 集合 ,十 、* 为 二 元 运算 ,如 果 

(1) 过 R, 十 二 为 阿 贝 尔 群 ， 

(27 过 Rs “让 为 半 群 。 

(3) 乘法 。 对 加 法 十 适合 分 配 律 ， 

则 称 二 R, 十 ,， 二 是 环 . 

例如 ,二 Z, 十 ,* 二 ,二 Q, 十 ,* 二 和 二 R, 十 ,，* 都 是 环 , 其 中 ZZ.Q、R 分 别 表示 整数 、 
有 理 数 和 实数 集 , 十 和 “。 表示 普通 加 法 和 乘法 . 二 M, (R) ,十 ,* 二 是 环 ,其 中 M,(R) 是 nn 阶 
实 和 矩阵 的 集合 ,十 ,分 别 是 矩阵 加 法 和 乘法 . 二 Z, , 甸 , 二 是 模 的 整数 环 , 其 中 ,二 {0， 
1,…,n 一 1), 昌 和 分 别 表示 模 的 加 法 和 乘法 . 即 Vz,yEZ, 有 

XOy= (ri+y)modn. 
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TOy= (xy)modn. 

在 环 二 R, 十 ,，。 二 中 ,如 果 乘 法 。 适 合 交 换 律 , 则 称 R 是 交换 环 . 如 果 对 于 乘法 有 么 
元 , 则 称 尺 是 含 么 环 . 为 了 区 别 含 么 环 中 加 法 么 元 和 乘法 么 元 ,通常 把 加 法 么 元 记 作 0, 乘 
法 么 元 记 作 1. 可 以 证 明 加 法 么 元 0 恰好 是 乘法 的 零 元 . 

在 环 <R, 十 ,，。 记 中 ,如 果 存 在 4a,5ER,a 关 0,6 关 0, 但 ab 二 0, 则 称 4 为 R 中 的 左 零 因 
子 ,b 为 R 中 的 右 零 因子 . 如 果 环 R 中 既 不 含 左 零 因 子 , 也 不 含 右 零 因子 , 即 Ya,bER， 

ab=0>a=0Vb=0, 
则 称 R 为 无 零 因子 环 . 

例如 ,<Z, 十 ,。 二 <Q, 十 ,.。 > <R, 十 ,。> 二 < ,由 ,所 > 都 是 交换 环 ,但 
二 M,,(R) ,十 ,，* 二 不 是 交换 环 . 它们 都 是 含 么 环 . 因为 1 是 普通 乘法 的 么 元 ,也 是 模 n 乘 
法 的 乏 元 . 而 n 阶 单位 矩阵 上 是 环 M,(CR) 的 乘法 么 元 . 二 Z, 十 ,* 二 .二 Q,; 十 ,，* 放 和 
二 R, 十 ,* 二 都 是 无 零 因子 环 ,但 二 4, 包 , 日 过 不 一 定 是 无 零 因子 环 . 例如 ,二 Zz , 旬 , 昌 二 中 
有 2@O3=0, 但 2 和 3 都 不 是 0. 二 Zz ,由 ,四 > 不 是 无 零 因子 环 ,而 二 六 ,外 ,二 是 无 零 因子 环 . 

定义 9.19 (1) 若 环 <R, 十 ,* 之 是 交换 、 含 么 和 无 零 因子 的 , 则 称 尺 为 整 环 . 

(2) 若 环 一 R, 十 ,。 过 至 少 含有 2 个 元 素 且 是 含 么 和 无 零 因子 的 ,并 且 Ya ER(a 隆 0) 有 
a ER, 则 称 尺 为 除 环 . 

(3) 若 环 <R, 十 ,， 之 既是 整 环 , 又 是 除 环 , 则 称 R 是 域 . 

例如 ,二 Z, 十 ,， 二 是 整 环 不 是 域 . 因为 乘法 可 交换 ,1 是 么 元 , 且 不 含 零 因子 ,但 是 任 
何 整数 除了 士 1 之 外 没有 乘法 的 道 元 . 而 二 R, 十 ,，* 二 是 域 , 即 实数 域 ,因为 YrxER,x 闫 0， 


有 zx! = 二 ER. 


例 9.10 设 S 为 下 列 集合 ,十 和 为 普通 加 法 和 乘法 . 
(1) S={z|z=2n Mn€EZ)}. 
(2) S={x|zx=2n+t+1AnE€Z)}. 
(3) S={x|r€Z Mzx20}=N. 
(4) S= {zx|zr=at+b V3, a,bEQ). 
问 S 和 十 、… 能 否 构 成 整 环 ? 能 否 构 成 域 7 为 什么 ? 
解 (1) 不 是 整 环 也 不 是 域 , 因 为 乘法 么 元 是 1,1E&S. 
(2) 不 是 整 环 也 不 是 域 , 因 为 S 不 是 环 ,普通 加 法 在 S 上 不 封闭 且 么 元 是 0,0&S. 
(3) S 不 是 环 ,因为 除 0 以 外 任何 正 整数 zx 的 加 法 北 元 是 一 z+, 而 一 + S.S 当然 也 不 
是 整 环 和 域 . 
(4) S 是 域 . 对 任意 zi,zzES 有 
zi 一 al 十 让 V3, rs = as + bs V3. 
zi 十 zz 一 (al 十 az) 十 (已 十 六)V3 €S. 
Xi* Xz 一 (aas 十 300) 十 (ap 十 azb)V3 ES. 
S 对 十 和 “。 是 封 团 的 . 又 乘法 么 元 1ES, 易 证 二 S, 十 ,， 二 是 整 环 . VzES,z 天 0,z 一 4 十 
0V3 有 
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所 以 二 S, 十 ,， 二 是 域 . 

定理 9.9 设 二 R, 十 ,， 二 是 环 , 则 
(1) VaeER ,aa。0 王 0。a 一 0. 
(2) Va,bER,(—a)b=a(—b)=— (ab). 
(3) Va,bER,(—a)(—b)=ab. 
(4) Va,b,cER,a(b—e)=ab—ac, 

(0 一 c)a 一 04 一 ca. 


证 明 (1)a。，0=a。 (0 十 0) 一 ww。0 十 c。0， 


由 加 法 消去 律 得 
0 一 w。0. 
同 理 可 证 0。a=0. 
(2) (一 4)0 十 ab 一 (一 4 十 ac)0 一 0。0 一 0. 
类 似 地 有 ab+(—a)b=0. 
所 以 (一 a)b 是 ab 的 加 法 逆 元 , 即 一 (ab). 
同 理 可 证 a(—b)=—(ab). 
(3) 《一 Z 区 一 从 Ka 一 信访 (一 (ab) ) 一 ap0. 
(4) a(b—ce)=a(b+ Cc))=abta(—c)=ab—ac. 
同 理 有 (bp—c)a=ba—ca. 


为 简洁 起 见 ,定理 9.9 的 (2) (3) 和 (4) 中 省 略 了 字母 之 间 的 乘法 算 符 


国 
. 在 环 中 做 加 法 


和 乘法 只 能 遵从 加 法 的 交换 律 和 结合 律 ,乘法 的 结合 律 .乘法 对 加 法 的 分 配 律 及 定理 9. 9 中 


所 给 出 的 算 律 . 由 定理 9.9(1) 可 以 看 出 加 法 的 么 元 0 恰好 是 乘法 的 零 元 . 


例 9.11 设 一 R, 十 ,， 二 是 环 , Ya,bER 计算 (a 一 0)* 和 (a 十 0)3. 
解 (a 一 0b)? = 二 (a—b)(a—b) 
=a’—ba—ab—b(—b) 
=a’—ba—abtb. 
(at+b)’=(at6b) (atb) (atb) 
(a:tbatabtb) (atb) 


= Tba tabatbiatabtbabtab tbh. 


在 上 面 两 个 式 子 中 许多 项 不 能 合并 . 例如 ,ba? 与 aba .az0 等 都 不 能 合并 . 如 果 合 并 一 
定 会 用 到 乘法 的 交换 律 ,而 在 一 般 的 环 ( 不 是 整 环 ) 中 乘法 可 能 是 不 可 交换 的 . 在 初等 代数 


中 的 加 法 和 乘法 运算 都 是 在 实数 域 中 进行 的 ,乘法 是 可 以 交换 的 . 所 以 ,有 


(ee 一 六 =a:—2abt+b. 
(aa 十 0)3 一 a 十 3a20 十 3ap2 十 咏 . 
最 后 ,介绍 另 一 类 重要 的 代数 系统 


格 和 布尔 代数 . 布尔 代数 是 一 种 特殊 的 格 , 它 在 


计算 机 科学 中 有 广泛 的 应 用 . 首先 说 明 , 从 这 里 开始 到 本 章 结束 所 遇 到 的 V 和 人 不 再 代表 导 


辑 符号 ,而 是 偏 序 集中 的 两 个 运算 符 . 
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定义 9.20 设 天 S, 和 二 是 偏 序 集 , 如 果 Vz,yES,{z,y} 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 , 则 
称 S 关于 冬 构 成 一 个 格 . 

由 于 最 小 上 界 与 最 大 下 界 的 唯一 性 ,可 以 把 求 {z,y} 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 看 成 x 与 y 
的 二 元 运算 V 和 八 , 即 x Vy 和 x Ay 分 别 表 示 z 和 y 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 . 

例 9.12 设 nn 为 正 整数 ,S, 为 n 的 正 因子 的 集合 ,D 为 整除 关系 , 则 二 S, ,D 二 构成 格 . 
Vr,yES,,TVy 是 x 与 y 的 最 小 公 倍 数 [Lz,y]j,zAy 是 zz 与 y 的 最 大 公约 数 (z,y). 
图 9-1 给 出 了 格 二 Ss ,D>> 、 一 Ss,D>> 和 所 Si ,D>. 


8 
6 30 本 ,并 e 天 
CA 
6 15 d df e 
d 
1 1 1 a b a a 
(a) (b) (9) 


(<SuD> (b)<S6D> (<SoD> 
图 9-1 图 9-2 


例 9.13 判断 图 9-2 中 偏 序 集 是 否 构成 格 ,说 明 为 什么 . 

解 ”都 不 是 格 . 图 9-2(a) 中 的 {e, 记 没有 上 界 , 图 9-2(Cb) 中 的 {0,d} 有 上 界 < 和 ,但 没 
有 最 小 上 界 . 图 9-2(c) 中 的 {d,e} 有 下 界 ce, 但 没有 最 大 下 界 . 

格 有 一 条 重要 的 性 质 , 即 格 的 对 偶 原理 . 

设 /是 含有 格 中 的 元 素 以 及 符号 = 、 入、 关 、V、 人 的 命题 , 令 f* 是 将 f 中 的 过 改写 成 
之 ,之 改写 成 < ,V 改 写成 人 ,人 改写 成 V 所 得 到 的 命题 , 称 为 了 的 对 偶 命题 . 根据 格 的 对 偶 
原理 , 若 f 对 一 切 格 为 真 , 则 f* 也 对 一 切 格 为 真 . 

例如 ,在 格 中 有 

(aVb) Mc<e 
成 立 , 则 有 
(a Ab) Vee 

成 立 . 

定理 9.10 设 一 工 , 入 过 为 格 , 则 运算 V 和 人 适合 交换 律 .结合 律 . 寡 等 律 和 吸收 律 , 即 

(1) Va,bEL 有 

aVb=bVa, aAMAb=b 人 a. 
(2) Va,b,cEL 有 
(aVb) Vec=aV(bVe), (aANb)Ac=aA(bAo). 
(3) VaEL 有 
QaVa 一 a， a Na=a. 
(4) Va,bEL 有 
aV(laN\b)=a, aM(aVb)=a. 

证 明 (1) aV65 是 {a,5b} 的 最 小 上 界 ,bVa 是 (5,a} 的 最 小 上 界 . 因为 {a,6} 二 40,4) ,所 

以 ,有 aVb 二 bVa. 同 理 可 证 a b=b Na. 
" 


(2) 由 最 小 上 界 的 定义 有 
(a Vb) Vc 关 4V0 关 au， 
(a Vb) Vc 关 4V0 关 0D， 
(a Vb) Vc 关 <c. 
由 式 (9.2) 和 式 (9. 3) 得 
(a Vb) Vc 关 0DVc， 
再 由 式 (9. 1) 和 式 (9. 4) 得 
(a Vb) Vc 关 4aV(COVc). 


同 理 可 证 

(aVb) Vc<aV(bVo). 
根据 偏 序 的 反对 称 性 有 

(a Vb) Vc=a V(bVo). 
类 似 地 可 以 证 明 


(a Mb) Ac=a MAbAe). 
(3) 显然 a<aVa, 又 由 a<a 可 得 a Va<a. 根据 偏 序 的 反对 称 性 有 
a Va=a. 
同 理 可 证 a AMa=a. 
(4) 显然 aV(a Ab) 之 a. 又 由 于 a<as,aAb<a, 所 以 有 
aV(a Nb)<a. 
由 这 两 个 式 子 可 得 
aV(laNb)=a. 
同 理 可 证 
a Ml(aVb)=a. 


C9.1) 
(9.2) 
C2 


(9. 4) 


定理 9. 10 说 明 格 工 可 以 看 成 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 二 L, 人, V 二 ,并 且 运 算 人 
和 V 满 足 交 换 律 .结合 律 . 寡 等 律 和 吸收 律 . 利用 这 些 性 质 也 可 以 从 一 般 代数 系统 的 角度 给 


出 格 的 另 一 个 等 价 的 定义 . 


设 <S, * ," 之 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 , 且 对 于 * 和 "运算 适合 交换 律 、 结 合 


律 .吸收 律 , 则 可 以 适当 定义 S 中 的 偏 序 入 使 得 二 S, 入 二 构 成 一 个 格 , 且 Ya, 5ES 有 


aN\b=axb, aVb=a°b. 


和 定理 9. 10 相 比 ,这 里 没有 提 到 短 等 律 ,这 是 因为 只 要 吸收 律 成 立 , 则 考 等 律 就 一 定 成 


立 . 证 明 如 下 : YaES 有 
a°a=a°(a* (a°a))=a. 
同 理 可 证 a * a=a. 
下 面 介绍 一 些 特殊 的 格 . 
定义 9.21 设 二 L, 人 A 人,V 放 是 格 . 若 Ya,b,cEL 有 
aM(bVO)= (a Mb) V(a Nc), 
aV(bA)= (aVb) MlaVe) 
成 立 , 则 称 工 为 分 配 格 . 
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可 以 证 明 , 这 两 个 等 式 中 只 要 有 一 条 成 立 , 另 一 条 一 定 成 立 . 
例如 ,图 9-3(a) 和 图 9-3(b) 是 分 配 格 , 但 图 9-3(c) 和 图 9-3(d) 不 是 分 配 格 . 


c h € e 
b > 2 
® a d d 
(a) (b) (©) (d) 
图 9-3 


因为 在 图 9-3(c) 中 有 
a MAM(bVe)=aANe=a, 
(a Nb) V(aAc)=dVd=d. 
而 在 图 9-3(d) 中 有 
bA(aVc)=b Ne=b, 
(bNa) V(bANc)=dVe=e. 
定义 9.22 若 在 格 二 L, 人, V 二 中 存在 一 个 元 素 was, VEL ,ae 入 0( 或 0 入 ca) , 则 称 wa 为 格 
的 全 下 界 (或 全 上 界 ). 
对 于 一 个 格 工 ,全 下 界 如 果 存 在 , 则 是 唯一 的 , 记 为 0. 同样 地 , 若 全 上 界 存在 也 是 唯一 
的 , 记 为 1. 具有 全 上 界 和 全 下 界 的 格 称 为 有 界 格 , 记 作 二 L, 人, V,0,1>. 
所 有 的 有 限 元 的 格 都 是 有 界 格 , 而 二 Z., 三 二 不 是 有 界 格 , 其 中 三 为 小 于 等 于 关系 . 
定义 9.23 设 <L, 人 人,V,0,1 是 有 界 格 , Ya EL , 若 存 在 5EL 使 得 a Ab 二 0,a Vb 二 1， 
则 称 5 为 a 的 补 元 . 
在 图 9-4 中 ,图 9-4(a) 的 ac 都 不 存在 补 元 ,0 与 1 互 为 补 元 . 图 9-4(b) 的 wsc 中 
任意 两 个 都 互 为 补 元 ,0 与 1 互 为 补 元 . 图 9-4(Cc) 中 wa 


1 1 1 
和 w 的 补 元 都 是 c, 而 c 的 补 元 是 a 和 0,0 与 1 互 为 
在 格 中 有 的 元 素 无 补 元 ,有 的 元 素 有 补 元 ,有 的 元 
素 有 多 个 补 元 .如 果 格 中 每 个 元 素 都 至 少 有 一 个 补 元 ， 站 四 机 
则 称 这 个 格 为 有 补 格 . 图 9-4(b) 和 图 9-4(c) 是 有 补 
格 ,而 图 9-4(a) 不 是 . 

可 以 证 明 , 对 分 配 格 工 来 说 ,如 果 aEL 有 补 元 , 则 一 定 有 唯一 的 补 元 , 记 为 w'. 

定义 9.24 如果 格 二 L, 人 人 , V, 0, 1 二 是 有 补 分 配 格 , 则 称 革 为 布尔 格 , 也 称 作 布 尔 
代数 . 

由 于 布尔 代数 工 中 的 每 个 元 都 有 唯一 的 补 元 , 求 补 运算 也 可 以 看 成 是 二 中 的 一 元 运 
算 .因此 ,布尔 代数 工 可 记 为 二 L, 人, V,“, 0, 1 之 ,其 中 ' 表 示 求 补 运算 . 

例 9.14 (1) 集合 代数 二 P(S), 门 ,U ,~, 名, S 二 是 布尔 代数 . 

(2) 开关 代数 二 {0,1), 人, V， 一 , 0, 1> 是 布尔 代数 ,其 中 人 为 与 运算 , V 为 或 运算 , 
为 非 运算 . 


图 9-4 
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布尔 代数 有 以 下 性 质 . 
定理 9.11 设 一 工 , 和 人 ,V, 0, 1 这 是 布尔 代数 , 则 有 : 
Was (a Yi 
(2) Va,bEL， (a Vb)'==a’ Ab', 德 。 摩根 律 
(a Mb)’=a’ Vb’, 

(1) 的 证 明 留 给 读者 ,下 面 证 明 (2). 
证 明 (eV VCa’ Ab)= (aVobVa’) Ma Vb Vb ) 

=((aVa’) Vb) A(aV(bVb')) 

=(1Vb) A(aVl)=1, 

(aVb) Ala’ Ab) 一 (aeAa Ab') Vb Na Mb’) 

=((aNa’) Ab') V(bAb') Ma’) 

=(0AMb') V(0 Na’)=0. 
所 以 a’Ab' 是 a V6 的 补 元 , 即 (a Vb)’==a’ Ab'. 
同 理 可 证 

(a Ab) =a Vb. 国 
定理 9.12( 有 限 布尔 代数 的 表示 定理 ) 
车 LL 是 有 限 布 尔 代 数 , 则 工 含 有 2" 个 元 (nEN), 并 且 工 与 <P(S), 站 ,UU ,~,2,S> 
同 构 , 其 中 S 是 一 个 元 集合 . 
限于 篇 幅 , 略 去 这 个 定理 的 证 明 . 从 定理 可 以 知道 ,元 素 个 数 相 同 的 有 限 布尔 代数 都 是 
同 构 的 . 换 句 话说 ,含有 2” 个 元 素 的 布尔 代数 在 同 构 的 意义 下 只 有 一 个 ,就 是 集合 代数 . 


9.4 题 例 分 析 
例 9. 15 一 例 9. 22 为 选择 题 . 


例 9.15 设 Z 一 (zzEZAz>0},* 表 示 求 两 个 数 的 最 小 公 倍数 的 运算 . 则 
(1) 4* 6 一 [Al. 


(2) * 在 Z+ 上 |BI. 

(3) 对 于 * 运 算 的 么 元 是 |C| , 零 元 是 ID|. 

(4) 在 Z+ 中 | 了 |. 

供 选 择 的 答案 

A: O24; @12. 

B: 加 只 满足 交换 律 ; @ 只 满足 结合 律 ; @ 满 足 交换 律 、 寡 等 律 和 结合 律 . 

C.D: @0; O1; @ 不 存在 . 

E: @ 不 存在 逆 元 ; 四 只 有 唯一 的 逆 元 . 

答案 A: ©; B: ©; C: ©; D: ©®:; Es 0. 

分 析 易 知 4 与 6 的 最 小 公 倍数 是 12. z 与 y 的 最 小 公信 数 就 是 y 与 x 的 最 小 公信 
数 . z 与 x 的 最 小 公 倍 数 就 是 z 自己 . 所 以 * 适合 交 换 律 、 客 等 律 ,同样 也 适合 结合 律 .对 
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任何 zE2Z ,zz 与 1 的 最 小 公 倍 数 就 是 z, 所 以 1 是 么 元 ,不 存在 零 元 ,在 Z 中 只 有 1 有 逆 元 
1 ,其 他 元 素 都 没有 逆 元 . 
例 9.16 在 有 理 数 集 Q 上 定义 二 元 运算 *，,Vz,yEQ 有 


Zxy 一 工 十 y 一 Ty， 


则 0) 2* (一 5 一 人 ,7* 半 一 Bl. 


(2) * 在 Q 上 是 |C|. 
(3) 关于 * 的 么 元 是 |D. 


(4) Q 中 满足 | 也 |. 


供 选择 的 答案 
A.B: D4; @7; @ 一 13. 
C: @ 可 结合 的 ; @ 不 可 结合 的 . 
D: ©1; Do. 
E: @ 所 有 的 元 素 都 有 逆 元 ; @ 只 有 唯一 的 逆 元 ; 四 VYzEQ,z 天 1 时 有 逆 元 x 1!. 
答案 A: @; B: @; C: @; D: ©; E: @. 
分 析 代入 x 的 定义 得 
2 Xt 7， 


对 任意 的 zx,y,=EQ 有 
(rrxy)xz 一 工 十 》 
Zx(yxz) 一 并 十 y 
所 以 ,* 适 合 结合 律 . 
对 任意 的 zxEQ 有 
Zx0 一 并 十 0 一 Z。0 一 Z，0xr 一 0 十 一 0。 并 一 Z 
所 以 ,0 是 么 元 . 
对 任意 的 zEQ ,假设 z: 是 z 的 逆 元 , 则 有 


z 十 zz: 一 zz 一 0 


5— TT 


解 得 
rz!1=—< (rz 1). 
一 ] 


例 9.17 (1) Si={0,1), 则 Si |A|. 


(2) S: 一 {1,2}, 则 S: |B|. 


(3) S: 一 (2zlzEZ+}, 则 S: |C|. 


(4) S 一 (2z 一 1|zEZ+}), 则 S, |DI. 


(5) Ss={zx|zx=2",n€E2Z+ }, 则 Ss |EI|. 
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供 选择 的 答案 

A、B.C.D、E: @ 在 普通 乘法 下 封闭 ,在 普通 加 法 下 不 封闭 ; @ 在 普通 加 法 下 封闭 ,在 普 
通 乘法 下 不 封闭 ; @ 在 普通 加 法 和 乘法 下 都 封闭 ; 四 在 普通 加 法 和 乘法 下 都 不 封闭 . 

答案 A: @; B: @; C: @; DD: ©O; E: ©@. 

分 析 (1) 1 十 1==2,2 儿 Si ,Si 在 加 法 下 不 封闭 . 0X1=0,1X1=1,1X0=0,0X0=0， 
Si 在 乘法 下 封闭 . 

(2) 2 十 2 二 4,2X2 二 4,4 儿 Ss 所 以 ,Ss 在 加 法 和 乘法 下 都 不 封闭 . 

(3) 偶数 十 偶数 = 偶数 ,偶数 X 偶 数 王 偶数 . 所 以 ,S; 在 加 法 和 乘法 下 都 封闭 . 

(4) 奇数 X 奇 数 王 奇数 ,奇数 十 奇数 一 偶 数 . 所 以 ,Ss 在 乘法 下 封闭 ,在 加 法 下 不 封闭 . 

(5) 27。2 一 2 人 ES, 所 以 Ss 在 乘法 下 封闭 . 但 2 和 4ESs ,而 2 十 4 一 6 代 Si ,所 以 Ss 
在 加 法 下 不 封闭 . 

例 9.18 设 V = 一 Si,。>,V: 王 一 S:,* 二 ,其 中 SS 一 {aeybc,d),S: 一 (0,1,2,3}.。 
和 x 由 运算 表 9-8 和 表 9-9 给 出 . 


表 9-8 表 9-9 


定义 同 态 9: Si 一 S: , 且 
gp(a) =0, gb)=1, gle)=0, yg(d)=1, 
则 〈1) Vi 中 的 运算 *|A| ,其 么 元 是 [Bl ,Vs 中 的 运算 * |Cl. 
(2) pg 是 |D|,Vi 在 ?下 的 同 态 像 是 | 了 |. 
供 选择 的 答案 
A、C: @ 满 足 交换 律 ,不 满足 结合 律 ; @ 满 足 结合 律 ,不 满足 交换 律 ; 四 满足 交换 律 与 
结合 律 . 
B: @a; @d. 
D: @ 单 同 态 ; 满 同 态 ; @ 以 上 两 者 都 不 是 . 
E: @<S5,,*>; 四 一 (0,1),* 二 . 
答案 A.: @; B: @; C: ©O; DD: ®; E: @. 
分 析 ”两 个 运算 表 都 关于 主 对 角 线 成 对 称 分 布 , 所 以 。 和 * 都 是 可 交换 的 . 由 Vi 的 运 
算 表 可 知 ,a 为 么 元 ,d 为 零 元 . 从 Si 中 任 取 3 个 元 素 , 如 果 其 中 含有 4 或 4 , 则 结合 律 显然 
成 立 ; 如 果 3 个 全 是 b( 或 全 是 c) , 则 结合 律 也 成 立 ; 如 果 含 有 和 <, 则 不 管 如 何 排列 运算 顺 
序 , 其 结果 都 是 4， 所 以 ,是 可 结合 的 . 但 运算 * 不 适合 结合 律 , 举 一 个 反例 如 下 : 
(1*0)*x2=1x2=2,， 
lx*(0*2)= 1*1=1, 
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这 说 明 
(1%0)*2F 1*(0% 2) 

因为 g(a) 二 glc)= 二 0, 所 以 p 不 是 单 射 的 . 又 pg(S1) 二 {0,1} ,所 以 g 也 不 是 满 射 的 . Vi 
的 同 态 像 是 二 {0,1}), * 二 ,这 个 结果 说 明 , 若 Vi 中 的 运算 * 是 可 结合 的 ,可 以 证 明 V 中 的 
运算 * 在 同 态 像 p(V1) 中 是 可 结合 的 ,但 不 能 保证 在 Vs 中 是 可 结合 的 . 这 里 pg(V1)CV，. 

例 9.19 设 凡 = 二 (1,2,3},。,1 二 ,其 中 zx。y 表 示 取 z 和 >y 之 中 较 大 的 数 . Vs: = 
二 {5,6},* ,6 二 ,其 中 zxy 表 示 取 z 和 y 之 中 较 小 的 数 . 

(1) Vi 含有 |A| 个 子 代数 ,其 中 非 平 凡 的 真子 代数 有 |B| 个 . Vs 含有 

(2) 积 代数 Vi XV 中 有 |DI 个 元 素 , 其 么 元 是 | 也 |. 

供 选择 的 答案 

ABC.D: Oo; @1; @2; @3; @4; O5; D6. 

E: ®<1,5>; @<<1,6>; @<3,6>. 

答案 A: @; B: @; C: @; DD: O; E: ©@. 

分 析 Vi 的 子 代数 是 二 {1},。 ,1 二 ,过 {1,2},* ,1 二 ,过 {1,3},。,1 宝 和 过 {1,2,3),。,1> 共 
4 个 . 其 中 {1} 和 {1,2,3) 是 平凡 的 子 代数 ,{1}、{1,2} 和 {1,3}) 是 真子 代数 . 所 以 , 非 平凡 的 
真子 代数 有 2 个 . V, 有 2 个子 代 数 ,{6} 和 {5,6} 都 是 平凡 的 . 

积 代数 的 元 素数 就 是 Vi 与 V。 中 的 元 素数 之 积 ,3X2==6, 即 有 6 个 元 素 . 么 元 是 
<1,6>. 

例 9.20 某 二 进 制 通信 编码 由 4 个 数据 位 x .zs .zs zk 和 3 个 校 验 位 zs .ze zy 构成 . 
它们 的 关系 如 下 : 


© 


个 平凡 的 子 代数 . 


Xs 一 Zi 中 rs Oz, 
6 2 中 中 关 ， 
Zr 一 Ti 四 rz 中 zi 


其 中 四 为 异 或 运算 . 
(1) 设 S 为 所 有 满足 上 述 关系 的 码 字 的 集合 ,如 下 定义 S 上 的 由 运算 .Vz,yES, > 一 
zlza…z7，y 一 yiy…y7， 有 
TDy= zz 其 中 z= zy， i= 1,2,…,7. 
这 里 的 zx; 外 y; 为 异 或 运算 . 那么 ,二 S, 外 二 是 一 个 |Al. 


7 
(2) 设 x,yES, 定 义 有 H(z,y) = >) (zi 四 yi), 那 么 当 z 隆 y 时 H(z,y) 之 |Bl. 
i=1 


(3) 使 用 该 种 码 可 查 出 接收 码 中 包含 的 所 有 As<|C| 错 误 . 
(4) 使 用 该 种 码 可 纠正 接收 码 中 包含 的 所 有 &A 生 |D| 位 错误 . 
(5) 如 果 接 收 到 1000011, 且 知 有 一 位 出 错 ,那么 出 错位 是 第 


供 选择 的 答案 
A: @ 半 群 ,但 不 是 群 , @ 群 ; @ 环 ,但 不 是 域 ; @ 域 ; @ 前 4 种 都 不 对 . 
BC.D、E: 0O1; DO2; @3; @4; @5; O6; D7; @0. 


名 


位 . 
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答案 A.: @; B: @; C: @; D. ©O; E.: ©. 

分 析 (1) 不 难 验 证 S 在 运算 由 下 是 封闭 的 ,由 是 可 结合 的 .0000000 是 么 元 , Yr ES， 
z 的 道 元 就 是 +. 所 以 二 S ,由 过 构成 群 . 

(2) 及 (x,y) 为 码 字 x 和 yy 不 同 的 位 数 , 称 为 海 明 距 离 . 由 于 校 验 位 完全 由 数据 位 决 
定 , 只 要 分 别 考查 数据 位 的 不 同情 况 就 可 以 得 到 最 小 海 明 距 离 是 3. 例如 , 码 字 z 一 Zizz… 
7 3 一 yp 假设 工 关 yi1 ,Ti 二 yz ,Ts 二 Ys,T4 王 YW4; 则 必 有 zs 关 ys ,TX6 关 ye bX1 闫 y1. 这 
时 H(zx,y)=4. 

(3) 如 果 码 S 的 最 小 海 明 距 离 是 十 1, 则 该 码 至 多 可 查 出 接收 码 中 包含 的 所 有 上 位 错 . 
由 于 & 十 1 王 3, 所 以 & 一 2. 

(4) 如 果 码 S 的 最 小 海 明 距 离 是 2k 十 1, 则 该 码 至 多 可 纠正 接收 码 中 包含 的 所 有 上 位 
错 .由 于 2& 十 1 王 3, 所 以 & 一 1. 

(5) 因为 数据 位 中 的 任何 一 位 出 错 ,都 会 引起 校 验 位 出 错 . 所 以 ,总 的 出 错位 数 必然 大 
于 1. 这 说 明 出 错位 一 定 是 校 验 位 . 考查 1000011, 它 的 第 2、3、4 位 都 一 样 ,那么 第 5.6.7 位 
也 应 该 一 样 . 所 以 ,第 5 位 应 该 是 1. 

例 9.21 对 以 下 定义 的 集合 和 运算 判断 它们 是 不 是 代数 系统 . 如 果 是 ,是 哪 一 种 ? 


(1) SS 位 过 2 注 ， 3, 械 ， ahs 为 普通 乘法 , 则 S, 是 |A|. 


(2) S: 一 {alaz， dn} nNn2,4 ER,i=1,2,%,n, Vaisa; ES, 有 wd 一 4, 则 S， 


(3) Ss 三 {0,1), x 为 普通 乘法 , 则 S; 是 |C|. 

(4) S$ 二 {1,2,3,6), 过 为 整除 关系 , 则 S, 是 |D|. 

(5) Ss 二 10,1} ,十 、* 分 别 为 模 2 加 法 和 乘法 , 则 Ss 是 

供 选 择 的 答案 

A、B.C.D、E: @ 半 群 ,但 不 是 独 异 点 ; @ 是 独 异 点 ,但 不 是 群 ; @ 群 ; @ 环 ,但 不 是 域 ， 
@@ 域 ; @ 格 ,但 不 是 布尔 代数 ; 布尔 代数 ; @ 代 数 系统 ,但 不 是 以 上 7 种 ; @ 不 是 代数 

答案 A: @; B: (OF Cs ©@; D: ©; E: ©. 

分 析 (1) 因为 5S, 对 乘法 不 封闭 ,所 以 S 和 * 不 构成 代数 系统 . 

(2) 二 S,, "二 是 代数 系统 ,运算 适合 结合 律 , 但 无 么 元 ,只 构成 半 群 . 

(3) S 在 乘法 下 封闭 ,结合 律 成 立 , 么 元 是 1, 是 独 异 点 . 但 0 没有 逆 元 ,不 能 构成 群 . 

(4) 二 S, ,入 二 是 格 , 又 与 22 的 集合 代数 同 构 ,所 以 是 布尔 代数 . 

(5) 易 证 <<Ss ,十 , * 二 是 代数 系统 ,并 且 就 是 二 Zz ,四 ,@>>, 所 以 是 整 环 . 


中 


1 


除 0 以 外 只 有 元 素 1,1 的 模 2 乘法 的 逆 元 就 是 1. 所 以 二 S; ,十 , * 之 是 域 . a 
例 9.22 图 9-5 给 出 一 个 格 工 , 则 la 
(1) 工 是 |A| 元 格 . 
0 
(2) 工 是 |BI. 图 9-5 
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(3) 5 的 补 元 是 |C|,a 的 补 元 是 |D| ,1 的 补 元 是 

供 选 择 的 答案 

A: D5; @é. 

B: @ 分 配 格 ; @ 有 补 格 ; @ 布 尔格 ;: @ 以 上 都 不 对 . 

C.D.E: @ 不 存在 ; @c 和 d; @0; 四 <. 

答案 A: @; B: @; C: ;DD: ©; EE: ©@. 

分 析 (1) 工 中 含有 6 个 元 素 , 所 以 是 6 元 格 . 

(2) 工 不 是 分 配 格 ,因为 它 含 有 图 9-3(c) 的 格 作为 子 格 ,而 该 子 格 不 是 分 配 格 , 所 以 在 
二 中 也 不 成 立 分 配 律 . 工 中 的 a.b、c.d 都 没有 补 元 ,只 有 1 与 0 互 为 补 元 . 所 以 ,L 不 是 有 
补 格 ,当然 更 不 是 布尔 格 了 . 

(3) 0 和 wa 没有 补 元 ,1 的 补 元 是 0. 

例 9.23 设 二 B, 人 和,V,', 0, 1> 是 布尔 代数 ， 

(1) a, bEB, 公 式 f 为 5 了 AlaVla A(bV6b'))), 在 B 中 化 简 了 . 

(2) 在 B 中 等 式 (aAb)V(a’ A0) 一 0 成 立 的 条 件 是 什么 ? 

答案 (1) bACaVla’ A(DVb'))) 

二 bA(aV(a’ A1)) ( 补 元 定义 ) 


[sz 


=bA(aVa’) (1 为 全 上 界 ) 

=bAl ( 补 元 定义 ) 

=b. (1 为 全 上 界 ) 
(2) a=b. 


分 析 (1) 根据 布尔 代数 的 运算 规则 化 简 即 可 . 

(2) 两 个 元 素 的 最 小 上 界 是 0, 则 它们 必 都 为 0。 从 而 得 到 a Ab' 二 0 和 a Ab 二 0. 而 对 
第 一 个 等 式 求 补 得 到 a Vb 二 1. 由 这 个 结果 和 a Ab 王 0, 根据 补 元 定义 知道 4 是 a' 的 补 元 ， 
又 a 是 a' 的 补 元 . 由 补 元 唯一 性 得 a 二 6b. 


习 题 


题 9. 1 一 题 9. 9 是 选择 题 . 题目 要 求 是 从 供 选 择 的 答案 中 选 出 应 填 和 人 叙述 中 的 | 内 的 
正确 答案 . 

9.1 设 S={a,b), 则 S 上 可 以 定义 |A| 个 二 元 运算 . 其 中 有 4 个 运算 i、fs、fs、f4, 其 
运算 表 如 下 : 


a b a b a b a b 
a a a a a b a b a a a b 
b a a b b a b a a b a b 
万 大 办 fs 
则 只 有 | 到 满足 交换 律 ,|C| 满 足 短 等 律 ,|DJ 有 么 元 ,|EI 有 和 零 元 . 
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A: 04; O8; @16; @2. 
B.C.DE: @f: 和 fo; Ofi\fi 和 fs; Dfs 和 fs; Of,; Of:; DF. 
9.2 设 S 一 QXQ, 其 中 Q 为 有 理 数 集合 . 定义 S 上 的 二 元 运算 *, VYV<=a,b>， 
<zyy>ES 有 
<ab> *<r,y>=<ar, ayt+b>, 


则 (1) 二 3,4>*<1,2>= 一 |Al ,一 一 1,3>* 一 5,2 过 一 |B|. 


(2) < 二 Si# 之 是 |C|， 


(3) 二 S,* 之 的 么 元 是 |D|. 


(4) =<S, *>>|El. 
供 选 择 的 答案 
A.B: OD<3,10>; @<3,8>; <—5,1>. 
C: @ 可 交换 的 ; 加 可 结合 的 ; @ 不 是 可 交换 ,也 不 是 可 结合 
D: DO<1,0>; @<0,1>>. 
E: @ 只 有 唯一 的 逆 元 ; 四 当 天 0 时 ,元 素 二 a,b 有 道 元 . 
9.3 R 为 实数 集 , 定 义 以 下 6 个 函数 ,，f,，…,fs，Vzx,yER 有 
记 ( 王 zy 二 ) 一 工 十 y， 
fi(<riy>)=r—y, 
fi(<r'y>)= ry, 
fi(<ry>)= max{(r,y}, 
fs(<zr,y>)= min(r,y}, 
(< 二 ) 王 | 工 一 》|， 
那么 ,其 中 有 |A| 个 是 R 上 的 二 元 运算 ,有 |B| 个 是 可 交换 的 ,|C| 个 是 可 结合 的 ,|DI 个 是 有 勾 元 
的 , 回 个 是 有 有 零 元 的 . 
供 选 择 的 答案 
A.B.C.D\E: Do0; ©1; @2; @3; ©4; ©5; D6. 
9.4 (1) 设 V 王 二 Z, 十 ,过 ,其 中 十 和 “。 分 别 表 示 普 通 加 法 和 乘法 , 则 有 |A| 个 不 
同 的 子 代 数 , 且 这 些 子 代数 |B|. 
(2) 令 歼 ={222zcEZ) , 则 是 Y 的 CI. 
(3) 令 Ti=={2n 十 11nE2Z}, 则 Ti 不 是 V 的 子 代数 ,其 原因 是 Ts |D|. 


(4) 令 T, 二 {一 1,0,1), 则 Ts 不 是 V 的 子 代 数 , 其 原因 是 Ts | 也 |. 

A: 有 限 ; @ 无 限 . 

B: 加 含有 有 限 个 元 素 ; @ 含 有 无 限 个 元 素 ; 有 的 含有 有 限 个 元 素 , 有 的 含有 无 限 个 
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元 素 . 
C: @ 平 凡 的 子 代 数 ; @ 非 平凡 的 子 代数 . 
D\E: @ 对 加 法 不 封闭 ; @ 对 乘法 不 封闭 ; @ 对 加 法 和 乘法 都 不 封闭 . 
9.5 设 V 王 <R+ ,。 过 ,其 中 .为 普通 乘法 . 对 任意 zxER+ 令 wm (z) 一 |zl,9pa(Zz) 一 


27 ,8s(z) 一 ,pu(z) 一 士 ,gs(z) 一 一 x, 则 其 中 有 [A 个 是 V 的 自 同 态 ， 它们 是 加 ,有 [个 


是 单 自 同 态 , 而 不 是 满 自 同 态 ;|DI 个 是 满 自 同 态 , 而 不 是 单 自 同 态 ;|EI 个 是 自 同 构 . 

供 选 择 的 答案 

A.C.D.E: Oo; @1; @2; @3; @4; ©s. 

B: Op, Pr ps3; O91, G3; Op, ps 9; Op, po, ps, pu. 

9.6 设 V=<Z, 十 二 ,其 中 十 为 普通 加 法 . VxEZ 令 g(rz)= 二 zt ,G2 (Xz) 二 0,93 (x) 
X59 7)=2r, Gs (x)=x? ,Ge lx) Z, 则 py,，…， ge 中 有 |A| 个 是 V 的 自 同 态 ,其 中 |B 
个 不 是 V 的 自 同 构 ,|C| 个 只 是 单 自 同 态 ,不 是 满 自 同 态 ;[D| 个 是 满 自 同 态 , 不 是 单 自 同 态 . 
零 同 态 的 同 态 像 是 | 了 |. 

供 选择 的 答案 

ABC、D: 0; @1; @2; @3; @4; ©@5; 6. 

E: ®{0}; Oo0; OZ. 

9.7 对 以 下 定义 的 集合 和 运算 判别 它们 能 否 构 成 代数 系统 ?如 果 能 ,请 说 明 是 构成 哪 
一 种 代数 系统 ? 

(1) Si 二 {0, 土 1, 土 2,…, 土 n} ,十 为 普通 加 法 , 则 Si 是 |A|. 


"08 2] * 为 普通 乘法 , 则 Ss, 是 |B|. 
(3) Ss 二 {0,1,…,n 一 1) ,n 为 任意 给 定 的 正 整 数 且 n 宇 2, * 为 模 乘 法 ,为 模 n 加 法 ， 
则 S; 是 |Cl. 
(4) S4 二 {0,1,2,3) ,三 为 小 于 等 于 关系 , 则 S, 是 
(5) Ss 一 M。(R) ,十 为 矩阵 加 法 , 则 Ss 是 | 也 |. 


供 选择 的 答案 
A、B.C.D、E: Q@ 半 群 ,不 是 独 异 点 ; 回 独 异 点 ,不 是 群 ; 加 群 ; 由 环 , 不 一 定 是 域 ; 
回 域 ; @ 格 ,不 是 布尔 代数 ; @ 布 尔 代 数 ; @ 代 数 系统 ,但 不 是 以 上 7 种 ; @ 不 是 代数 系统 . 
9.8 (1) 设 G={0,1,2,3), 若 为 模 4 乘法 , 则 二 G, 〇 二 构成 [Al. 


(2) 若 岂 为 模 4 加 法 , 则 二 G, 包 二 是 |BI 阶 群 , 且 是 |Cl. G 中 的 2 阶 元 是 |D|,4 阶 元 是 |El. 
A: @ 群 ; @ 半 群 ,不 是 群 . 

B: @ 有 限 ; @ 无 限 . 

C: @ Klein 四 元 群 ; @ 和 置换 群 ; 〇 循环 群 . 


已 


"5 沁 


D.E: ®0; O1 和 3; @2. 
9.9 (1) 设 二 L, 人 和信,V, ,0, 1 之 是 布尔 代数 , 则 工 中 的 运算 入 和 VIA| ,运算 V 的 么 元 
是 |B| , 零 元 是 |C| ,最 小 的 子 布尔 代数 是 由 集合 |D| 构 成 . 


(2) 在 布尔 代数 工 中 表达 式 
(aa AD) VCaADAc)VCAc) 


的 等 值 式 是 | 也 |. 

供 选择 的 答案 

A: 适合 德 。 摩根 律 、 寡 等 律 .消去 律 和 结合 律 ， @ 适 合 德 . 摩根 律 .结合 律 . 寡 等 律 、 
分 配 律 ; @ 适 合 结合 律 .交换 律 消去 律 .分配 律 . 

B.C: @0; @1. 

D: ©{1}); O{0,1}. 

E: @bAaV); O(a NAV Va Mb); DaVb) Aa VbVe) 人 (0OVc). 

9.10 设 S={1, 2,… ,10), 问 下 面 定义 的 二 元 运算 * 是 否 为 S$ 上 的 二 元 运算 ? 

(1) zxy=gcdCz,y),z 与 y 的 最 大 公约 数 . 

(2) zx*y 二 lcem(x,y) ,zx 与 y 的 最 小 公 倍 数 . 

(3) zx y 一 大 于 等 于 zy 的 最 小 整数 . 

(4) zxy 一 max(zyy)}. 

(5) zx y 一 质数 p 的 个 数 , 其 中 zx 委 p 委 >. 

9.11 下 面 各 集合 都 是 N 的 子 集 , 它 们 在 普通 加 法 运算 下 是 否 封闭 ? 

(1) {zlz 的 某 次 宕 可 以 被 16 整除 }. 

(2) {zlz 与 5 互 质 }. 

(3) {zlz 是 30 的 因子 }. 

(4) {zlz 是 30 的 倍数 }. 

9.12 设 V= 二 5S,* 记 ,其 中 S={a,b,c) ,x 的 运算 表 分 别 给 定 如 下 : 


dT Bp a Cl Bb a 


b C 
a a b [2 a a b 3 a a b C 
b b c a b a b 下 b b c 
¢ 区 a b C a b EE 要 c 2 和 


分 别 对 以 上 每 种 情况 讨论 * 运算 的 可 交换 人 性、 寡 等 性 ,是 否 含 有 人 么 元 以 及 S 中 的 元 素 是 否 
含有 逆 元 ， 

9.13 设 凡 = 二 (0,1,2), 二 ,Vs 一 二 (0,1},* 二, 其 中 * 表 示 模 3 加 法 , * 表示 模 2 乘 
法 . 试 构造 积 代数 Vi XV 的 运算 表 , 并 指出 积 代数 的 么 元 . 

9.14 设 代 数 系 统 V 王 二 A,…,* ,4A>, 其 中 A=(1,2,5,10}),Vz,yEA 有 zy 一 工 与 y 


的 最 大 公约 数 ,zx ?一 工 与 y 的 最 小 公信 数 ,Az 一 也 给 出 关于 。、* 和 A 运算 的 运算 表 . 


9.15 设 V 一 二 R "之 是 代数 系统 ,其 中 R" 为 非 零 实数 的 集合 . 分 别 对 下 述 小 题 讨 
。 226 。 


论 。 运 算是 否 可 交换 ,可 结合 ,并 求 么 元 和 所 有 可 北 元 素 的 逆 元 . 


(1) Va,bER’* ,ab 一 去 (a 十 们 ， 

(2) Va,OER* ,0 一 公 . 

(3) Va,bER* ,ae0 一 ap0. 

9.16 设 V 王 一 4A,* 放 为 代数 系统 ,其 中 A={0,1,2,3,4)}. Va,bEA,a*6b= 二 (ab)mod 5. 

(1) 列 出 * 的 运算 表 . 

(2) x* 是否 有 零 元 和 么 元 ? 若 有 乏 元 ,请 求 出 所 有 可 北 元 素 的 首 元 . 

9.17 设 A={1,2},V 二 A^,。 二 ,其 中 。 表 示 函 数 的 合成 . 试 给 出 V 的 运算 表 , 并 求 
出 Y 的 么 元 和 所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 . 

9.18 设 A={x|xERAz 关 0,1). 在 A 上 定义 6 个 函数 如 下 : 


Po et Te 二 ， ee 


1 


fi(z) = fs(z) = -一 


二 folz) = -ET 
V==<<S,* 二 ,其 中 S={f1,fi，,… ,fo},，。 为 函数 的 合成 . 

(1) 给 出 V 的 运算 表 . 

(2) 说 明 YV 的 么 元 和 所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 . 

9.19 设 A 为 n 元 集 ,A 上 可 定义 多 少 个 不 同 的 一 元 运算 和 二 元 运算 ? 其 中 有 

(1) 多 少 个 二 元 运算 是 可 交换 的 ? 

(2) 多 少 个 二 元 运算 是 短 等 的 ? 

(3) 多 少 个 二 元 运算 既 不 是 可 交换 的 ,也 不 是 短 等 的 ? 

9.20 设 2 为 整数 集合 ,在 Z 上 定义 二 元 运算 。, Vz,yEZ 有 

Ze。y 一 工 十 y 一 2， 

那么 Z 与 运算 * 能 否 构 成 群 ?为 什么 ? 

9.21 设 G={a,b,c,d}) ,其 中 


1 0 一 1 0 (| 0 一 1 
sb [eB 
0 0 1 下 0 1 0 
G 上 的 运算 是 矩阵 乘法 . 
(1) 找 出 G 的 全 部 子 群 . 
(2) 在 同 构 的 意义 下 G 是 4 阶 循环 群 还 是 Klein 四 元 群 ? 
(3) 令 S 是 G 的 所 有 子 群 的 集合 ,定义 S 上 的 包含 关系 三 , 则 过 S, 三 二 构成 偏 序 集 , 画 
出 这 个 偏 序 集 的 哈 斯 图 . 
9.22 令 Z[]={a 十 bila,65EZ) ,其 中 ;为 虚数 单位 , 即 记 一 一 1 那么 Z[] 对 于 普通 加 
法 和 乘法 能 否 构 成 环 ? 为 什么 ? 
9.23 下 列 各 集合 对 于 整除 关系 都 构成 偏 序 集 ,判断 哪些 偏 序 集 是 格 ? 
CY Ely 
《 幼 五 = 人 《125356512)。 
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toy B= 6 01 0). 

[CD 

9.24 设 <S, 人,V， ,0,1 二 是 布尔 代数 ,在 S 上 定义 二 元 运算 中 , Vz,yES 有 

zBy= (zx Ay V(r’ Ay)， 

那么 二 S, 包 二 能 否 构 成 代数 系统 ?如果 能 .指出 是 哪 种 代数 系统 . 

9.25 设 A=(1,2,3,4,5},<P(A) ,四 > 构成 群 ,其 中 四 为 集合 的 对 称 差 . 

(1) 求解 群 方程 (1,3} 四 X 一 (3,4,5). 

(2) 令 B={1,4,5), 求 由 B 生 成 的 循环 子 群 二 B>. 

9.26 以 下 两 个 置换 是 Ss 中 的 置换 ,其 中 

和 1234556 
wl le 

(1) 试 把 a 和 < 表 成 不 交 的 轮换 之 积 . 

(2) 求 or、rc.aro- 1. 

9.27 判断 以 下 映射 是 否 为 同 态 映 射 . 如 果 是 ,说 明 它 是 否 为 单 同 态 和 满 同 态 . 

(1) G 为 群 ,p: GG,p(zx) 二 e, YrEG, 其 中 ee 是 G 的 么 元 . 

(2) G= 二 过 Z, 十 二 为 整数 加 群 ,p: GCCG,p(z) 一 22，VmEZ. 

(3) G1 二 二 R, 十 二 ,Gs 二 二 R+ ,。 二 ,其 中 R 为 实数 集 ,R+ 为 正 实 数 集 ,十 和 “。 分别 为 
普通 加 法 和 乘法 . p: Ci-~G ,9(z)==e* ,VrER. 

9.28 设 A={1,2,5,10,11,22,55,110) 是 110 的 正 因 子 集 ,<A, 入 > 构成 偏 序 集 ,其 
中 冬 为 整除 关系 . 

(1) 画 出 偏 序 集 二 A, 入 过 的 哈 斯 图 . 

(2) 说 明 该 偏 序 集 是 否 构 成 布尔 代数 ,为 什么 ? 

9.29 图 9-6 中 给 出 了 一 些 偏 序 集 的 哈 斯 图 . 


e d 
1 了 / g 8 
c Ci d 6 . AN Ac 
b b b ¥ 人 
a a a 
(b) (c) (d) 
六 
f & 
号 大 d. e 
da e d e 
b w 
b c b hb e 
a a 
a 
(8) (h) 


(e) (人 
图 9-6 


(1) 指出 哪些 不 是 格 并 说 明理 由 . 
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(2) 对 那些 是 格 的 说 明 它们 是 否 为 分 配 格 , 有 补 格 和 布尔 格 . 
9.30 在 图 9-7 所 示 的 3 个 有 界 格 中 哪些 元 素 有 补 元 ?如 果 有 ,请 指出 该 元 素 所 有 的 
补 元 . 


冯 d ce da 
b 
a a b a b 
0 0 0 
(a) (b) (c) 
图 9-7 


”229。 


弟 10 章 ”形式 洛 言 和 生动 宙 初 步 


自动 机 是 描述 计算 的 数学 模型 ,用 来 识别 语言 或 计算 函数 . 形式 文法 也 是 一 种 数学 模 
型 ,用 来 产生 形式 语言 . 计算 机 使 用 的 程序 设计 语言 就 是 一 种 形式 语言 ,形式 语言 和 自动 
机 理论 密切 相关 ,对 计算 机 科学 的 实践 和 理论 有 深刻 的 影响 和 广泛 的 应 用 . 它们 是 计算 机 
科学 和 技术 的 重要 理论 基础 . 

本 章 扼 要 地 介绍 形式 文法 的 基本 概念 有 穷 自 动机 和 图 灵机 以 及 它们 识别 的 语言 类 . 


10.1 形式 语言 和 形式 文法 


著名 的 语言 学 家 乔 姆 斯 基 (N. Chomsky) 于 1956 年 建立 了 形式 语言 的 描述 . 他 把 形式 
文法 分 成 4 类 : 0 型 文法 、1 型 文法 .2 型 文法 和 3 型 文法 . 现 已 证 明 它 们 分 别 与 图 灵机 、 非 
确定 型 线性 界限 自动 机 、 非 确定 型 下 推 自动 机 和 有 穷 自 动机 等 价 . 形式 文法 ,特别 是 上 下 文 
无 关 文 法 和 正则 文法 在 程序 设计 语言 和 编译 理论 中 起 着 重要 的 作用 . 


10.1.1 字符 串 和 形式 语言 


抽象 地 说 ,语言 是 按照 一 定 规则 排列 的 符号 的 集合 . 例如 ,汉语 是 由 汉字 和 标点 符号 排 
列 成 的 符号 串 的 集合 . 程序 设计 语言 是 由 字母 .数字 和 一 些 专用 符号 组 成 的 符号 串 的 集合 . 

字母 表 是 一 个 非 空 的 有 穷 集合 . 设 卫 是 一 个 字母 表 . 由 三 的 符号 组 成 的 有 穷 序 列 称 作 
字母 表 上 的 字符 串 . 如 a,aa,ab,abab,… 都 是 字母 表 3= {a,b) 上 的 字符 串 . 字符 串 w 中 
所 含 符号 的 个 数 称 作 w 的 长 度 , 记 作 |w|. 如 |aba| 三 3. 长 度 为 0 的 字符 串 称 作 空 串 , 记 作 
e. e 是 没有 任何 符号 的 字符 串 . 设 a€5, 把 个 a 组 成 的 字符 串 aa…a 记 作 a", 这 里 是 一 
个 自然 数 . 特别 地 ,a" 一 e. 

马上 的 字符 串 的 全 体 记 作 3*.3* 的 任何 子 集 称 作 字 母 表 三 上 的 形式 语言 ,简称 为 语 
言 . 例如 ,A={a,6} ,B={a"|nEN},C={a%”|n,m 宇 1) 都 是 字母 表 53= {a,b6) 上 的 语言 . 
对 于 任何 字母 表 3,、{e} 和 3" 都 是 上 的 语言 . 要 注意 ,如 不 含 任何 元 素 , 而 {e} 有 一 个 

设 w 是 一 个 字符 串 . 由 w 左边 若干 个 连续 符号 组 成 的 字符 串 称 作 w 的 前 缀 . 由 w 右边 
若干 个 连续 符号 组 成 的 字符 串 称 作 w 的 后 缀 . 由 w 的 任何 部 位 的 若干 个 连续 符号 组 成 的 字 
符 串 称 作 w 的 子 字符 串 ,简称 子 串 . 前 级 和 后 缀 是 两 种 特殊 的 子 串 . 如 w= 二 aabb,aab 是 ww 
的 前 级 ,bb 是 w 的 后 缀 .ab 是 w 的 子 串 , 且 不 是 ww 的 前 级 、 也 不 是 w 的 后 级 . 对 于 任何 字符 
串 来 说 , 空 串 s 既是 前 级 又 是 后 级 . 

设 a 二 aias*…a,:B 二 bi1b.…b,, 是 两 个 字符 串 , 把 8 接 在 a 的 右边 得 到 的 新 字符 串 记 作 
aB, 即 aB 二 aias…asb102…b. aB 称 作 a 和 有 8 的 连接 . 显然 ,连接 运算 是 可 结合 的 , 即 对 任意 
的 字符 串 a、.B、Y, 有 
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(aB)Y = a(BY). 
空 串 e 是 连接 的 单位 元 , 即 对 任意 的 字符 串 a, 有 
eR = = 


把 nn 个 a 的 连接 记 作 a”, 即 


个 
这 里 是 一 个 自然 数 . 例如 ,(a6b)?= 二 ababab. 特别 地 , 当 ?一 0 时 ,a" = 二. 
10.1.2 形式 文法 


语言 是 由 一 定 的 规则 产生 出 来 的 ,这 种 规则 就 是 文法 . 为 了 说 明 如 何 从 文法 产生 出 语 
言 ,我 们 先 分 析 一 个 大 家 熟悉 的 句子 : 王 平 和 李 玲 是 大 学 生 . 它 由 王 平 .和 、 李 玲 . 是 .大 学 
生 5 个 词组 成 . 整个 句子 可 分 成 两 部 分 : 主语 和 谓语 . 主语 是 一 个 名 词 词组 ,由 名 词 加 连词 
加 名 词组 成 . 谓语 是 一 个 动 宾 词 组 ,由 动词 加 宾语 组 成 . 宾语 是 一 个 名 词 . 而 名 词 是 王 平 、 
句子 由 主语 和 谓语 组 成 ,写成 
(句子 ; 一 (主语 ) (谓语 》 
类 似 地 ,还 有 
(主语 ) 一 (名词 词 组 ); 
(名 词 词组 ; 一 (名词 )( 连 词 )( 名 词 词组 ); 
(名 词 词组 ; 一 (名词); 
《谓语 一 ( 动 宾 词 组 ); 
( 动 宾 词 组 ; 一 (动词 )( 宾 语 ); 
(宾语 ) 一 (名词 ); 
《名 词 ) 一 王 平 ; 
(名 词 ) 一 李 玲 ; 
(名 词 ) 一 大 学 生 ; 
《连词 一 和 ; 
(动词 一 是 . 
这 是 一 组 文法 规则 ,把 它们 称 作 产生 式 . 王 平 等 5 个 词 是 不 能 再 分 解 的 基本 单位 , 叫 作 终 极 
符 . 其 余 都 是 非 终极 符 . 在 产生 式 中 用 尖 括 号 《 和 ”把 非 终极 符 括 起 来 . 
由 产生 式 @ ,得 到 


图 目 目 因 因 日 目 日 日 昌 昌 © 


句子) 一 主语) 谓语). 
这 里 之 表示 用 一 个 产生 式 能 从 左边 得 到 右边 . 再 由 四 和 名 ,得 到 
之 (名 词 词 组 )( 谓 语 》 
之 (名词 )( 连 词 )( 名 词 词组 )( 谓 语 》 
接 下 去 可 以 逐步 得 到 
这 王 平 (连词 (名 词 词组 )( 谓 语 》 由 
定 王 平和 (名 词 词组 )( 谓 语 》 由 @ 
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之 王 平和 (名 词 )( 谓 语 》 

之 王 平和 李 玲 (谓语 》 

之 王 平和 李 玲 ( 动 宾 词 组 》 
之 王 平和 李 玲 (动词 )( 宾 语 》 
之 王 平和 李 玲 是 (宾语 》 

之 王 平 和 李 玲 是 (名 词 》 

之 王 平和 李 玲 是 大 学 生 


由 @ 
由 @ 
由 @ 
由 @ 
由 @ 
由 四 
由 四 


这 样 用 上 述 一 组 规则 得 到 这 个 句子 . 这 个 推导 过 程 可 以 表示 成 一 棵 根 树 . 根 树 的 叶子 都 是 


终极 符 ,从 左 到 右 排列 恰好 是 我 们 的 句子 ,如 图 10-1 所 示 . 


(句子 ) 
(主语 ) (谓语 ) 
(名 词 词组 ) ( 动 宾 词 组 ) 
(名 词 ) (连词 ) (名 词 词组 (动词 (宾语 ) 
王 平 和 (名 词 ) 是 (名 词 ) 
李 玲 大 学 生 
图 10-1 


当然 ,从 这 组 规则 还 可 以 产生 出 其 他 的 句子 . 如 
王 平 是 大 学 生 ， 

李 玲 和 王 平 是 大 学 生 ; 

大 学 生 是 王 平 ; 

王 平和 大 学 生 是 王 平 ; 

王 平和 李 玲 和 大 学 生 是 李 玲 ; 

王 平和 王 平 是 王 平 ; 


虽然 有 些 句子 的 语义 不 正确 ,但 在 形式 上 它们 都 是 合法 的 ( 指 都 有 主语 和 谓语 ,主语 是 名 词 


词组 ,谓语 是 动 宾 词 组 等 ). 
下 面 给 出 形式 文法 的 定义 . 
定义 10.1 一 个 形式 文法 是 一 个 有 序 四 元 组 G 二 (V,T,S,P), 其 中 
(1) V 是 一 个 非 空 有 穷 集合 , 它 的 元 素 称 作 变 元 或 非 终极 符 ; 
(2) 是 一 个 非 空 有 穷 集 合 且 VN 站 T= 名,T 的 元 素 称 作 终极 符 ; 
(3) SEV 称 作 起 始 符 ; 
(4) 已 是 一 个 非 空 有 穷 集合 , 它 的 元 素 称 作 产 生 式 或 改写 规则 , 形 如 

aa 一 有 ， 
这 里 a,BE(VUT)* 且 天 se. 
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给 定 文法 G=(V,T,S,P), 设 w,XE(VUT)* .如 果 存 在 pg, yECVUT)* 和 了 中 的 产 
生 式 a 一 8, 使 得 wo 一 pay, 4 二 gqBy, 即 把 wm 中 的 a 改写 成 B 后 得 到 4, 则 称 X 是 w 直接 派生 出 
来 的 , 记 作 w==>4. 
如 果 ow ,wo，…,w, 是 VUT 上 的 字符 串 ,n 宇 1 且 四 了 oo 字 … 全 ww: 则 称 w 是 由 wi 派生 


出 来 的 , 记 作 ow 之 w,. 注意 ,对 VUT 上 的 所 有 字符 串 4, 有 ww。 过 是 过 的 自 反 传递 闭 包 . 
定义 10.2 设 G=(V,T,S,P) 是 一 个 文法 , 称 


L(G = twoeT' | SS>w} 


是 文法 G 生成 的 语言 . 
根据 定义 10.2,L(G) 中 的 字符 串 满足 下 述 两 个 条 件 : 
(1) 由 终极 符 组 成 ， 
(2) 可 以 由 起 始 符 派生 出 来 . 
定义 10.3 ”如果 工 (G1)= 二 L(G;), 则 称 文法 G 和 Gs 等 价 . 
例 10.1 文法 Gi==(V,T,S,P), 其 中 V={S},T={a,b},P={S~xaSb,Sab}. 
显然 ,有 Sab,S>aSb,aSb 二 >a: ,aSb 坟 >a? Sb 等 .对 于 任意 的 2 二 0, 连 续 使 用 2 一 1 


次 S>aSb, 最 后 再 用 一 次 S>ab, 得 到 Sonbr。 

不 难看 出 ， 

L(y) = {ab® | n> 1), 

例 10.2 文法 G,=V,T,S,P), 其 中 V={A,B,S},T={0,1},P={S>1A,A 一 04， 

A—1A,A—0B,B—0}). 
L(G:) = {1x00 | x € {0,1}* }, 

即 L(G;s) 是 所 有 可 以 被 4 整除 的 正 整 数 的 二 进 制 表示 . 

例 10.3 文法 G:=(V,T,S,P), 其 中 和 T 与 例 10.2 的 相同 ,P={S 一 A0,A 一 B0， 
BB0,B 一 B1,B 一 1}. 有 L(G;)==L(G;), 故 G, 和 Gs 等 价 . 

例 10.4 设 文法 G,=(V,T,S,P), 其 中 V={S,A,B,C,D,E},T={a},P 中 的 产生 
式 如 下 : 

(1) S>ACaB; (2) CawaaC; (3) CB>DB; (4) CB 一 已; 

(5) aD>Da; (6) AD>AC; (7) aE>Ea; (8) AE-~e. 


试 证 明 ; 对 任意 的 ;1,S>a” 
证 ” 先 给 出 a? 和 a 的 派生 过 程 : 
S=>ACaB 用 (1) 
二 AaaCB 用 (2) 
>AaaE 用 (4) 


过 AEa? ”用 2 次 (7) 
>a’. 用 (8) 
若 在 第 3 步 不 用 (4) ,而 改 用 (3) ,可 以 得 到 下 述 派生 过 程 : 
让 


S>AaaCB 
一 AuaDB 


全 ADaaB 
之 ACaaB 


SAaaaaCB 


>Aa‘E 
>AEat 


>at. 


用 (3) 


用 2 次 (5) 
用 (6) 


用 2 次 (2) 
用 (4) 


用 4 次 (7) 
用 (8) 


如 果 在 得 到 AaaaaCB 之 后 不 用 (4) ,而 再 次 用 (3) ,就 可 以 得 到 a*. 关键 是 连续 使 用 (2) 
可 使 a 的 个 数 增 加 一 倍 . 在 上 述 派生 过 程 的 启发 下 ,我 们 先 证 明 : 对 任意 的 i 二 1， 


S>Aa’CB. 
用 归纳 法 ， 当 ;=1 时 ,前 面 已 经 证 明 结论 成 立 . 假设 5 二 Aa”CB , 接 下 去 有 


S>Aa’CB 
=>Aa’ DB 
>ADa’*B 
=>ACa’B 


用 (3) 
用 天 次 (5) 
用 (6) 


二 AuazCB 用 2 次 (2) 
得 证 对 i 十 1 结论 也 成 立 . 故 对 任意 的 i, 结论 成 立 . 于 是 ,对 任意 的 i 三 1, 有 


SS>Aa’CB 
>Aa’E 
SAEa” 
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用 (4) 
用 2 次 (7) 
用 (8) 


实际 上 ,还 可 以 证 明 由 S 也 只 能 派生 出 形 如 a? (i 三 1) 的 终极 符 串 , 从 而 
L(G,) = {a | 1 三 1). 


10.1.3 形式 文法 的 分 类 


乔 姆 斯 基 把 形式 文法 分 成 4 类 ,它们 的 区 别 在 于 对 产生 式 附 加 了 不 同 的 限制 . 

0 型 文法 就 是 一 般 的 形式 文法 ,对 定义 10. 1 不 再 附加 任何 条 件 . 0 型 文法 又 称 作 短 语 
结构 文法 或 无 限制 文法 . 0 型 文法 生成 的 语言 称 作 0 型 语言 . 

如 果 文 法 G 中 每 一 个 产生 式 we 一 8 有 |e| 委 18| , 则 称 G 是 一 个 1 型 文法 . 1 型 文法 又 称 
作 上 下 文 有 关 文 法 . 后 一 名 词 来 源 于 下 述 事实 : 每 一 个 1 型 文法 都 等 价 于 一 个 这 样 的 文法 ， 


它 的 产生 式 形 如 
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PAY 一 Yay， 

这 里 AEV,p, yaECVUT) 有 上 且 a 夫 e. 也 就 是 说 ,在 这 种 文法 中 ,在 替换 变 元 时 必须 考虑 这 
个 变 元 的 上 下 文 . 产生 式 gAy>gay 表示 只 有 当 A 的 上 下 文 分 别 为 gq 和 少时 ,才能 把 A 替 
换 成 < 如果 工 一 {e} 可 由 1 型 文法 生成 , 则 工 称 作 1 型 语言 或 上 下 文 有 关 语 言 . 

如 果 文 法 G 中 的 每 一 个 产生 式 都 形 如 

A 一 a， 

其 中 AEV,aE(VUT)' , 则 称 G 是 一 个 2 型 文法 . 2 型 文法 又 称 作 上 下 文 无 关 文 法 . 2 型 文 
法 生成 的 语言 称 作 2 型 语言 或 上 下 文 无 关 语言 . 在 上 下 文 无 关 文 法 中 ,用 产生 式 A>a 把 A 
替换 成 a 时 ,不 需要 考虑 A 的 上 下 文 . 

如 果 文 法 G 的 产生 式 形 如 

A>aB 或 4 一 a， 

其 中 A,BEV ,aET* , 则 称 G 是 一 个 右 线性 文法 . 

如 果 文 法 G 的 产生 式 形 如 

A 一 Ba 或 4A 一 a， 

其 中 A、B 和 a 同上 , 则 称 G 是 一 个 左 线性 文法 . 

右 线 性 文法 和 左 线性 文法 统称 作 3 型 文法 或 正则 文法 . 3 型 文法 生成 的 语言 称 作 3 型 
语言 或 正则 语言 . 

例 10. 1 中 的 G, 是 上 下 文 无 关 文 法 . 例 10. 2 中 的 G* 是 右 线性 文法 , 例 10. 3 中 的 Gs 
是 左 线 性 文法 ,Gs 和 Gs 都 是 正则 文法 . 例 10. 4 中 的 G, 是 0 型 文法 . 

这 4 个 语言 类 之 间 存 在 着 包含 关系 : 正则 语言 是 上 下 文 无 关 语 言 ,上 下 文 无 关 语 言 是 
上 下 文 有 关 语 言 ,上 下 文 有 关 语 言 是 0 型 语言 . 而 且 这 些 包 含 关 系 都 是 真 包含 关系 . 

在 上 面 的 定义 中 ,1 型 语言 的 定义 有 点 特别 ,这 是 因为 1 型 文法 不 可 能 生成 e, 而 其 余 3 
种 文法 都 可 以 生成 s. 如 果 不 这 样 定 义 的 话 ,在 讨论 1 型 语言 与 2 型 语言 的 包含 关系 时 , 遇 
到 e 会 有 点 麻烦 . 

上 下 文 无 关 文 法 和 正则 文法 在 程序 语言 的 设计 和 编译 理论 中 起 着 重要 的 作用 . 词法 分 
析 可 以 用 正则 文法 解决 ,而 语法 分 析 使 用 上 下 文 无 关 文 法 . 

当 有 若干 个 产生 式 的 左 端 是 同一 个 变 元 时 可 采用 下 述 缩写 形式 . 如 A 一 XY,A>a， 
A~>e 可 缩写 成 A 一 XY|lale, 用 |” 表示“ 或”. 

例 10.5 描述 算术 表达 式 的 文法 . 

G=({E,T,F },{a, 十 ,一 ,x*,/,(,)},E,P), 这 里 符号 的 含义 是 巨 ; 算术 表达 式 , 荆 ; 
项 ,下 : 因子 ,a: 数 或 变量 . 


P:E—>E+TIE—TIT 

T—TxF|T/FIF 

F—(E)l|a 
这 是 一 个 上 下 文 无 关 文 法 . 用 这 个 文法 可 以 派生 出 所 有 合法 的 算术 表达 式 . 
例 10.6 描述 数 的 文法 . 
在 程序 设计 语言 中 ,一 个 数 是 一 个 无 符号 数 或 无 符号 数 前 面 加 一 个 加 号 或 减 号 . 无 符 

号 数 由 整数 ,小数 .指数 3 部 分 组 成 ,其 中 小 数 部 分 和 指数 部 分 是 可 选择 的 , 即 可 有 可 无 的 . 
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我 们 用 num 表示 数 , fig 表示 无 符号 数 . 用 rl 表示 无 符号 数 中 第 一 个 数字 之 后 的 部 分 , 包 
括 可 选择 的 小 数 部 分 和 指数 部 分 在 内 . 用 ”2 表示 小 数 点 以 后 的 部 分 ,包括 可 选择 的 指数 部 
分 在 内 . 用 ”3 表示 小 数 点 后 面 第 一 个 数字 以 后 的 部 分 ,也 包括 指数 部 分 在 内 . 用 r4 表示 已 
以 后 的 部 分 , ”5 表示 太后 面 的 无 符号 整数 部 分 ,r6 表示 玉 后 面 第 一 个 数字 以 后 的 部 分 . 文 
法 如 下 : 

G=(V,T,num,P), 
其 中 V= {num,figsrlyr2,r3,r4,r5,76} ,T= 二 {ay 十 ,一 ,. ,E}. 

P: num>+fig|— figlfig 

fig>arl 

rl>arl|.r2| Er4le 

r2>ar3 

r3—>ar3|Er4le 

r4* 二 r5|=75|75 

175 一 Q76 

r6—>ar6le 

这 里 a 表示 一 个 数字 ,应 该 把 AaB 看 成 A 习 0B,A 习 1B,…,A 习 9B 的 缩写 . 这 是 一 
个 右 线性 文法 . 

下 面 给 出 右 线性 文法 和 左 线 性 文法 的 等 价 性 . 

定理 10.1 设 G 是 一 个 右 线性 文法 , 则 存在 左 线 性 文法 G' 使 得 L(G')==L(G); 设 G' 是 
一 个 左 线 性 文法 , 则 存在 右 线性 文法 G 使 得 L(G)==L(G”). 

证 设 右 线性 文法 G=(V,T,S,P). 要 构造 一 个 左 线性 文法 G' 使 得 L(G’)=L(G). 

G 的 终极 符 集合 与 G 的 相同 ,增添 一 个 新 的 变 元 S' 4 VUT 作为 起 始 符 . G 的 产生 式 
如 下 : 对 G 的 每 一 个 产生 式 A 一 acB,P' 中 有 BAa; 对 G 的 每 一 个 产生 式 A 一 xc,P' 中 有 
S 一 Ac. 除 此 之 外 ,P” 中 还 包括 Se. 即 

二 Us 
其 中 P'={B>Aa|A>aBEP}U1{S’ 一 Acl4 一 xcEP}U{S 一 e}. 

要 证 L(G)=L(G”). 

设 wEL(G). 有 两 种 可 能 : 

(1) Sw 是 G 的 产生 式 , 则 G' 有 产生 式 S 一 Sw. 另外 ,Se 也 是 G' 的 产生 式 . 于 是 ， 
在 G 中 有 S 一 So 一 o, 故 wELCG ). 

(2) 对 于 某 个 n 三 1. 在 G 中 有 派生 : 

So AiSaoa A a1Aao0a, =w, 这 里 S>aoAi,A>aAi(l<i< 
n 一 1) 和 A, 一 a, 是 G 的 产生 式 . 根据 已 的 定义 ,Ai 一 Sao ,Ai 一 Aiai(1 委 i 委 2 一 1) 和 S 一 
Aia 是 G“ 的 产生 式 . 于 是 ,在 G 中 有 

S 一 Aiav A iarian Aa a 全 Saom…an 一 aou…an = w. 故 w EL(G'). 

得 证 L(G) 三 (G”). 

反之 , 设 w EL(G'). 注意 到 S>e 是 G” 中 唯一 的 右 端 不 含 变 元 的 产生 式 , 故 有 G 中 的 
派生 : 
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之 BR 之 B28p SS BBB BB *%B, = 本 
这 里 S 一 B;p ,B; 一 BBC 雪 i 委 2 一 1) 和 也 ,一 8, 都 是 G 的 产生 式 , 其 中 也, 一 S,8 一 es， 根 
据 已 的 定义 ,在 G 中 有 产生 式 Bi 一 B ,Bin 一 BB;(1 三 in 一 1). 于 是 , 在 G 中 有 
S=B, 坟 Bi1B :之 … 之 BRB 人 BR 一 w, 故 wELCG). 得 证 L(G') 导 
工 (G). 所 以 ,有 上 (G)==L(G”). 
类 似 可 证 ,每 一 个 左 线 性 文法 都 存在 与 之 等 价 的 右 线 性 文法 . 图 
根据 上 述 定理 ,每 一 个 正则 语言 都 可 以 用 右 线 性 文法 生成 ,也 可 以 用 左 线性 文法 生成 . 


10.2 有 穷 自动 机 


有 穷 自动 机 是 具有 离散 输入 和 输出 系统 的 一 种 数学 模型 , 它 有 有 穷 个 内 部 状态 , 随 着 
信号 的 输入 ,内 部 状态 不 断 地 转移 .在 计算 机 科学 中 ,可 以 找到 许多 这 种 有 穷 状态 系统 的 例 
子 .开关 线路 是 一 个 重要 的 例子 . n 个 门 的 开关 线路 有 2" 个 状态 . 在 文本 编辑 程序 和 编译 
程序 中 ,用 有 穷 自动 机 理论 来 设计 各 种 识别 有 效 字符 串 ( 如 标识 符 、 数 等 ) 的 处 理 器 . 

我 们 从 识别 语言 的 角度 介绍 有 穷 自动 机 ,并 证 明 有 穷 自动 机 等 价 于 正则 文法 ,也 就 是 
说 有 穷 自动 机 接受 的 语言 都 是 正则 语言 ;反之 ,每 一 个 正则 语言 都 可 以 用 一 个 有 穷 自动 机 
接受 . 


10.2.1 基本 概念 


定义 10.4 有 穷 自 动机 ( 简 记 作 FA) 是 一 有 序 五 元 组 M 二 (Q,3,6,qo,， 下 ), 其 中 

(1) Q 是 非 空 有 穷 的 状态 集合 ; 

(2) 是非 空 有 穷 的 输入 字母 表 ; 

(3) 6: QX53>Q 是 状态 转移 函数 ; 

(4) go EQ 是 初始 状态 ; 

(5) FCQ 是 终结 状态 集合 . 

例 10.7 有 穷 自动 机 M=({go ,qi),{a}),6,go,{q1)), 其 中 6Cgo sa) 二 qi ,6(gi,a) 二 go. 

有 穷 自 动机 可 以 用 状态 转移 图 表示 . 状态 转移 图 是 一 个 有 向 图 ,每 一 个 结 点 代表 一 个 
状态 . 初始 状态 用 一 个 指向 该 结 点 的 箭头 标明 ,终结 状态 用 双 圈 标明 . 如 果 6(q,a) 二 gq , 则 
从 结 点 4 到 %“ 有 一 条 弧 , 并 在 这 条 弧 旁 标 上 符号 a. 例 10.7 中 的 有 穷 自动 机 的 状态 转移 图 
如 图 10-2 所 示 . 

我 们 把 有 穷 自动 机 看 成 一 个 具有 有 穷 个 状态 的 控制 器 , 它 有 一 个 只 读 头 . 控制 器 对 给 定 
的 输入 字符 串 w 是 这 样 工 作 的 : 开始 时 ,控制 器 处 于 初始 状态 mw, 只 读 头 扫 视 w 的 第 一 个 符 
号 . 在 每 一 步 , 控 制 器 根据 当时 的 状态 g 和 只 读 头 扫 视 的 符号 ,把 它 的 状态 转移 到 6(g,a), 同 
时 只 读 头 向 右 移动 一 步 . 如 此 一 步 一 步 地 进行 ,直到 扫 视 完 w 的 所 有 符号 为 止 , 如 图 10-3 
所 示 . 

为 了 精确 地 描述 有 穷 自 动机 在 输入 字符 串 上 的 动作 .我们 推广 状态 转移 函数 6. 定义 函 


数 6: QXz3 一 Q 如 下 : 对 任意 的 gEQ,wE3* 和 a€3， 
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$(g,e)=g, 
$(g,wa)=6(6(g,w) ,a), 
6 的 含义 是 清楚 的 : 对 任意 的 gEQ 和 w E53" ,有 穷 自动 机 从 状态 g 开始 ,依次 扫 视 w 的 符 
号 ,有 穷 自动 机 的 状态 也 随 之 不 断 转 移 . 6(q,w) 恰 好 是 自动 机 扫 视 完 w 的 全 部 符号 后 所 处 
的 状态 . 
例如 ,对 例 10.7 的 FA M,S(o ,as) 一 0 ,6(qo,as) 一 ,8Co as) 一 q ,8Cq ao) 一 0 
定义 10.5 设 有 穷 自动 机 M 二 (Q,5,6,qo :下 ),wE3* .如 果 6(go,w) EF, 则 称 M 接受 
字符 串 w. M 接受 的 字符 串 的 全 体 称 作 M 接受 的 语言 , 记 作 LCM). 即 
L(M = (twE3 | (gw) EF). 
不 难看 出 ,对 于 例 10.7,L(M)=={a*t!|kEN). 


10.2.2 非 确定 型 有 穷 自 动机 


在 定义 10.4 中 ,对 每 一 个 g€Q 和 a E53,6(g,a) 有 了 唯一 的 值 , 因而 FA 在 输入 字符 串 上 
的 动作 是 完全 确定 的 , 故 称 这 种 自动 机 是 确定 型 的 . 当 需 要 强调 这 方面 时 ,我 们 把 定义 10. 4 
定义 的 有 穷 自 动机 称 作 确定 型 有 穷 自 动机 , 简 记 作 DFA. 如 果 6(q,a) 不 是 一 个 状态 ,而 是 
Q 的 一 个 子 集 ,表示 自动 机 可 以 转移 到 这 个 子 集中 的 任 一 个 状态 ,那么 6 不 再 是 QX5 到 Q 
的 函数 ,而 是 QXS5 到 Q 的 竹 集 P(Q) 的 函数 . 这 样 一 来 ,自动 机 的 动作 是 不 确定 的 了 . 这 
种 自动 机 称 作 非 确定 型 的 .下面 给 出 非 确定 型 有 穷 自 动机 的 定义 . 

定义 10.6” 非 确定 型 有 穷 自动 机 ( 记 作 NFA) 是 一 个 有 序 五 元 组 M=(Q,3,6,go ,下 )， 
其 中 Q.Y.w 的 含义 与 DFA 中 的 相同 ,而 6: QX3>P(Q). 

根据 定义 ,对 于 NFA,6(g,a) 可 以 含有 1 个 或 多 个 状态 ,也 可 以 是 空 集 . 

例 10.8 NFA M=({g;|0<i 过 4),{0,1}),6,qo,{qs,q4}), 其 中 6 如 表 10-1 所 示 . 


表 10-1 


NFA 的 状态 转移 图 和 DFA 的 区 别 是 : 对 于 每 一 个 g€Q 和 a E53,DFA 恰好 有 一 条 从 
结 点 g 出 发 标 有 a 的 弧 , 而 NFA 可 以 有 1 条 或 多 条 这 样 的 弧 , 也 可 以 没有 这 样 的 弧 . 例 
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10. 8 的 NFA 的 状态 转移 图 如 图 10-4 所 示 . 

给 定 一 个 输入 字符 串 w,DFA 有 唯一 的 从 初始 状态 go 开始 的 状态 转移 序列 . 而 NFA 
由 于 在 每 一 步 可 能 有 若干 转移 ,所 以 可 能 有 若干 个 从 go 开始 的 状态 转移 序列 . 如 果 在 这 些 
序列 中 存在 一 个 在 读 完 w 后 以 某 个 终结 状态 结束 的 序列 , 则 说 这 个 NFA 接受 w. 

例 10.8 的 NFA 在 输入 10110 上 的 工作 情况 如 图 10-5 所 示 . 从 树 根 到 每 一 个 树叶 给 
出 一 个 状态 转移 序列 . 这 里 共有 6 条 ,其 中 有 3 条 没有 读 完 输 入 就 中 断 了 . 这 是 因为 遇 到 9 
的 值 为 名 . 在 3 条 读 完 输入 串 的 状态 转移 序列 中 ,有 一 条 最 后 进入 状态 gs. 而 gs 是 终结 状 
态 , 故 M 接受 10110. 


和 DFA 类 似 ,把 NFA 从 状态 g 开始 , 读 完 字符 串 w 后 所 处 的 状态 集合 记 作 (do,o) ,其 
定义 为 
(ge) = (9)， 
(gwa) = U 6(r,a). 
Ela 
对 于 刚才 的 例子 有 8$(q ,1) 一 {q,q),8(q,10) 一 (qqs) ,SCo,101) 一 (qq )， 
6(go,1011)= {go ,gi1,g2},6(go ,10110)= {go ,gs ,gs)}. 


定义 10.7 设 NFA M=(Q,5,6,gosF),wE5*. 如果 6(gqo,w) 门 F 关 名 , 则 称 M 接受 
w. M 接受 的 字符 串 的 全 体 称 作 M 接受 的 语言 , 记 作 L(M). 即 


LOM) = {w E53’ |6(g,w) NF# YG}. 

根据 刚才 的 计算 , 例 10.8 中 的 NFA M 接受 字符 串 10110. 不 难看 出 ,L(M) 由 所 有 含 
有 连续 2 个 1 或 连续 2 个 0 的 0、1 串 组 成 . 

每 一 个 DFA 都 是 一 个 NFA ,这 只 需要 把 8g(q,a) 一 d' 看 成 SCq,a) 一 {q } 即 可 . 因此 ， 
NFA 接受 的 语言 类 包含 DFA 接受 的 语言 类 . 实际 上 , 非 确定 性 并 没有 增加 NFA 的 能 力 ， 
有 下 述 定 理 . 

定理 10.2 ”对 每 一 个 NFA M 都 存在 DFA M' 使 得 工 CM) 一 上 COM). 

因而 ,DFA 和 NFA 接受 的 语言 类 相同 . 这 里 不 叙述 定理 10. 2 的 严格 证 明 , 仅 用 下 面 
的 例子 说 明 如 何 构造 这 样 的 M'. 实际 上 .这 已 经 给 出 了 定理 10. 2 证 明 的 基本 思想 . 

例 10.9 设 NFA M=({(qoq),(0,1},0,qo,{q}), 其 中 9 如 表 10-2 所 示 . 
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表 10-2 


6 0 1 
go {go gq} 全 
qa {go gl)} {go} 


要 构造 一 个 DFA M 使 得 L(M )==L(M). M' 的 输入 字母 表 和 M 的 相同 ,M 的 状态 
集合 是 M 的 状态 集合 的 智 集 P(Q) ,初始 状态 qs 二 {qo) ,终结 状态 集合 F 由 所 有 含有 M 的 
终结 状态 的 子 集 组 成 . 而 对 于 每 一 个 ASP(Q) 和 aeEz,M' 的 状态 转移 函数 9 CA,a) 王 
Ua.a. 

在 这 里 M 一 (Q' ,53,6 ,{go},F' ), 其 中 Q = 二 P(Q)={{go}),{q),{gqo,q1);,D),F' = 
{fg1),{gqo,q1)) ,6 如 表 10-3 所 示 . M 和 M 的 状态 转移 图 分 别 为 图 10-6(a) 和 图 10-6(b). 
从 图 上 明显 看 到 在 M' 中 (qi) 是 多 余 的 . 从 {go}) 出 发 不 可 能 到 达 {gq1) ,可 以 把 它 从 M 中 删 
去 . 它们 接受 的 语言 是 所 有 以 0 开始 、 又 以 0 结束 的 并 且 不 含 2 个 和 2 个 以 上 连续 1 的 0、1 
字符 串 . 


表 10-3 
9 0 1 
好 好 [ol 
{go} {go :qi1} [0 
{gq} {go.q1} {go} 
{go ,qi} {qosq1} {go} 


(a) (b) 


10.2.3 带 g 转移 的 非 确定 型 有 穷 自动 机 


对 NFA 稍 加 推广 ,不 仅 对 5 中 的 每 一 个 符号 可 以 有 状态 转移 ,而 且 在 不 读 入 任何 符号 
(或 者 说 读 入 空 串 s) 的 情况 下 ,自动 机 在 某 些 状态 下 也 可 以 自动 转移 到 另 一 状态 . 这 样 的 
NFA 称 作 带 。 转移 的 NFA. 

定义 10.8 带 e 转移 的 非 确定 型 有 穷 自动 机 是 一 个 有 序 五 元 组 M 二 (Q,3,6,go,F) ,其 
中 QS、go .下 的 含义 和 NFA 的 相同 ,而 6: QX (SU{e)) 习 P(Q), 这 里 P(Q) 是 Q 的 竹 集 . 
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NFA 可 以 看 成 带 s 转移 的 NFA 的 特殊 情况 ,因而 带 s 转移 的 NFA 接受 的 语言 类 包含 
NFA 接受 的 语言 类 . 同样 , 带 s 转移 也 没有 增加 NFA 的 能 力 , 有 下 述 定理 . 

定理 10.3 ”对 每 一 个 带 。 转移 的 NFA M 都 存在 一 个 不 带 s 转移 的 NFA M 使 得 
L(MW=LM’). 

因而 , 带 。 转移 的 NFA 和 不 带 。 转移 的 NFA 接受 的 语言 类 相同 . 进而 DFA、NFA 和 
带 e 转移 的 NFA 接受 的 语言 类 相同 ,或 者 说 这 3 种 自动 机 模型 是 等 价 的 . 

下 面 的 例子 说 明了 构造 M 的 方法 ,也 给 出 了 证 明定 理 10. 3 的 基本 思路 . 

例 10.10 设 带 se 转移 的 NFA M 二 ({go,q1,qs},{0,1},6,go，{qs)), 其 中 6 如 表 10-4 
所 示 . M 的 状态 转移 图 如 图 10-7(a) 所 示 . 它 接受 语言 LC(M)=={(01)"|nEN}. 


表 10-4 
人 1 E 
go 好 {gq2} 
a {gq2} 好 
gz 好 {go} 


G © 


lL 0 


(b) 


由 于 允许 e 转移 , 当 M 进入 状态 g 后 就 能 够 不 读 任何 输入 字符 而 自动 进入 所 有 从 g 经 
过 e 转移 可 以 到 达 的 状态 . 为 此 ,我 们 先 对 每 一 个 gEQ, 定 义 eclosure(g) 为 由 gq 及 从 g 经 
过 若干 次 e 移 可 以 到 达 的 状态 组 成 的 集合 . 只 要 M 进入 状态 g ,就 能 自动 到 达 eclosure(g) 
中 的 每 一 个 状态 , 而 不 消耗 任何 输入 字符 . 在 这 里 ,eclosure(qo ) 一 {dqo,d ) ,eclosure(ql ) 一 
{qi} ,eclosure(g;)= {go ,qs}. 

要 构造 一 个 与 M 等 价 的 不 带 转移 的 NFA M'. M 的 状态 集合 .输入 字母 表 和 初始 状 
态 不 变 ,与 M 相同 . 设 M =(Q,3,6 ,qo ,F'). 

M 读 a E53 能 从 状态 g 转移 到 状态 p, 当 且 仅 当 从 g 经 过 若干 次 ( 含 0 次)e 转移 到 达 g'， 
在 q 读 a 转移 到 pp' ,再 从 p' 经 过 若干 次 ( 含 0 次 )e 转移 到 达 p. 这 里 ,gq Ee-closure(g)， 
p'E6(gq ,a),pEeclosure(p'). 因此 ,为 了 模拟 65, 对 每 一 个 gEQ 和 a E53, 令 

6 (ga)={p| 3g ,p,q Ee-closure(qg).p’ Ed(g a),pEeclosure(p’)). 

在 这 里 ,6 如 表 10-5 所 示 . 


表 10-5 
0 0 Y 
go {gq} 好 
qa 好 {go ,qz } 
gz {qi} [ol 
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根据 8 的 定义 ,对 任意 的 wEY- 上 且 wo 和 es,M 读 完 w 从 go 能 到 达 p( 可 能 要 经 过 转移 ) 
当 且 仅 当 M' 从 qo 读 完 w 能 到 达 户 , 从 而 应 该 有 PEF 当 且 仅 当 pEF. 剩 下 的 问题 是 当 w==e 
时 ,如 果 eclosure(go) 门 FF 关 如 , 则 M 接受 e. 因而 ,此 时 应 把 go 添加 到 天 中 . 而且, 这样 做 
的 结果 是 M 除 接受 e 外 ,不 会 增加 接受 任何 别 的 字符 串 , 故 取 
FU{q}， 若 sclosure(qo) 站 F 关 2; 
下 ， 否则 . 
在 这 里 ,由 于 eclosure(g) 门 F 二 (qs), 故 天 二 {qo,qs}. M 的 状态 转移 图 如 图 10-7(b) 所 
示 . 不 难 直接 看 出 ,M 也 接受 语言 {((01)"|nEN}. 


10.3 ”有 穷 自动 机 和 正则 文法 的 等 价 性 


本 节 给 出 有 穷 自 动机 和 正则 文法 的 等 价 性 , 即 有 穷 自 动机 识别 的 语言 类 恰好 是 正则 语 
言 . 模拟 是 证 明 两 个 计算 模型 等 价 的 主要 方法 . 用 模型 A 模拟 模型 BB, 就 是 用 模型 A 实现 
模型 B 的 计算 . 如 果 两 个 模型 可 以 相互 模拟 ,也 就 是 说 在 一 个 模型 中 可 以 进行 的 计算 在 另 
一 个 模型 中 也 可 以 实现 ,从 而 它们 有 相同 的 计算 能 力 . 定理 10. 1 的 证 明和 例 10.9、 例 10. 10 
都 是 模拟 的 例子 . 

已 知 右 线性 文法 和 左 线性 文法 等 价 ,DFA、NFA 和 带 e 转移 的 NFA 等 价 ,因此 只 需 i 
右 线性 文法 和 带 s 转移 的 NFA 等 价 , 就 能 得 到 这 5 个 计算 模型 的 等 价 性 . 右 线 性 文法 从 左 
向 右 逐 步 生 成 字符 串 ,而 有 穷 自 动机 是 从 左 到 右 逐 个 读 输入 字符 串 ,两 者 十 分 相似 . 关键 在 
于 要 求 右 线性 文法 能 生成 字符 串 w 当 且 仅 当 有 穷 自 动机 读 完 w 能 进入 终结 状态 . 

定理 10.4 ”对 每 一 个 正则 语言 L 都 存在 一 个 带 e 转移 的 NFA M 使 得 工 CM) 一 工 . 

证 明 由 于 每 一 个 正则 语言 都 可 以 用 右 线 性 文法 生成 , 故 可 设 右 线性 文法 G=(V,T， 
S,P) 生 成 正则 语言 工 . 如 下 构造 所 需要 的 NFA M=(Q,3,6,go ,下 ): 

Q=VU{g),5= {a€ET*|A—>aB EP 或 A >a€EP},g = S,F = {gy}, 
即 王 是 在 G 的 产生 式 中 出 现 的 所 有 终极 符号 串 . 其 中 qj&VUT* 是 新 增添 的 终结 状态 . 

6 的 定义 如 下 : 若 P 中 有 产生 式 A 一 aB. 则 BE6(A,a); 若 PP 中 有 产生 式 A>a, 则 gj€ 
6(A,a). 即 


六 二 


{BEVIAaB EP}U({g)， 若 A 一 aEP; 
{BEV|IA—>aB €P}, 否则 . 
特别 地 ,对 任意 的 a€3 Ut{e} ,6(gj,a) 二 名 ,这 里 a 可 以 是 e,M 是 一 个 带 s 转移 的 NFA. 要 
证 LC(M)=L(G). 
首先 , 设 wEL(G) ,那么 存在 G 中 的 派生 过 程 : 
S=AoaAiooaAs ani1An "ran ian =w, 其 中 A;>aiAir(0i< 
7 一 1) 和 A 一 a 是 G 的 产生 式 . 根据 6 的 定义 ,有 Ai E6(Ai,ai), 0 志 im 一 1 和 arE 
6(Aw ,amn). 于 是 ,对 于 输入 w 二 aoay…an，M 存在 状态 转移 序列 


6(A,a) = 


ao a am 
go 一 4 一 4 一 4 一 … 一 4 人 ,一 0， 


故 wEL(MD. 
5 2242 = 


其 次 , 设 w ELCM) , 则 存在 M 的 状态 转移 序列 
Bh 


We 
其 中 w= 二 BB…8B, ,根据 6 的 定义 ,P 中 有 产生 式 B; 一 BBi1(0<i<n 一 1) 和 B, 一 B,. 于 是 ， 
在 G 中 有 派生 : 
S = B= BBB BB BB, 1B,B…B 1B, = w 
故 w EL(G). 得 证 L(M)==L(G). 国 
定理 10.5 ”对 每 一 个 带 s 转移 的 NFA M 都 存在 一 个 右 线性 文法 G 和 左 线性 文法 G 
使 得 L(G)=L(G’)=L(M). 
证 明 设 带 转移 的 NFA M 二 (Q,3.6,qo,F). 根据 定理 10. 1, 只 需 证 明 存在 右 线 性 
文法 G 使 得 L(G)=L(M). 
先 假设 qo FF. 取 G=(Q,5,qo,P) ,其 中 P 的 定义 如 下 : 如 果 对 于 A,BEQ 和 a€E5U {e)， 
有 BE6(A,a), 则 当 B&F 时 ,P 中 有 产生 式 A>aB; 当 BEF 时 ,P 中 有 A>aB 和 A>a. 即 
P={A>aB |BEd(A,a),YA.B EQ,a ESU {e)} 
U {A—>a|6(A,W) NMN FG,VA EQ,a ESU {e)). 
要 证 L(G) 二 L(M). 设 wEL(M), 则 存在 M 的 状态 转移 序列 


go = A A As A, 

其 中 ==aias*…an ya; E53U 1{e} ,1 二 im 以 及 A EF. 根据 P 的 定义 ,G 有 产生 式 A;_1 一 
aiAi;1 志 i 二 m 一 1 和 A,_1 习 a. 于 是 ,在 G 中 有 派生 过 程 : 

do = AoaAi1Saa AsS a a An 之 aan = w, 
得 wEL(G). 

反之 , 设 w EL(G), 则 存在 G 的 派生 过 程 : 

ao Bo Bb bBo bb Bi 一 000 一 
这 里 b, E35U {e}) ,1 委 i 委 2” 且 Bi 一 05Bi1 和 ii 委 2 一 1 和 B, :一 2 都 是 G 的 产生 式 . 根据 P 
的 定义 , 必 有 B;€6(B;_1, 6b;),1i<n 一 1, 并 且 存 在 B,EF 使 得 B, E6(B,-1,b,). 于 是 ,M 
对 输入 w = 二 515,…b, 有 状态 转移 序列 


dS Be 一 ~ 卫 ,， 
得 w EL(M). 得 证 L(G)==L(M). 

如 果 go EF, 则 ceEL(M). 在 这 种 情况 下 ,刚才 构造 的 文法 G 可 能 不 能 派生 出 e. L(G) 
和 LL(M) 至 多 相差 一 个 e. 为 此 ,添加 一 个 新 变 元 S 作 起 始 符 . 取 G= QU1{S},5,S,P), 并 
在 PP 中 添加 产生 式 S>g。 和 Se, 则 有 工 (G)==L(M). |] 

上 述 两 个 定理 不 仅 证 明了 有 穷 自动 机 和 正则 文法 的 等 价 性 ,而 且 定 理 的 证 明 给 出 了 构 
造 与 给 定 有 穷 自动 机 等 价 的 右 线性 文法 和 与 给 定 右 线性 文法 等 价 的 有 穷 自动 机 的 方法 . 结 
合 定理 10. 1 的 证 明 ,对 于 左 线性 文法 也 不 难 实现 这 种 模拟 . 

例 10.11 构造 一 个 与 例 10. 10 中 M 等 价 的 右 线 性 文法 和 左 线性 文法 . 

解 ” 取 右 线 性 文法 G 一 ({(q qq) 10.1),q,P). 由 9(q,0) 一 {q) ,有 一 0 由 
6(go，e) 二 qs ,并 注意 到 qs 是 终结 状态 ,有 go 一 qs 和 go>e. 由 6(q ,1) 王 (oo} ,有 do 一 1q 和 
di 一 1. 由 6(q ,es) 一 {qo) ,有 do 一 ao. 
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dg 一 0q go 一 qz 
q 一 e qi 1g 
ql 9 一 go 

可 以 根据 定理 10.1, 由 G 构造 等 价 的 左 线性 文法 G“ ,也 可 以 直接 由 M 构造 G'. 下 面 直 
接 由 M 构造 G' ,注意 与 前 面 的 区 别 . 

取 左 线性 文法 G = 二 ({gqo ,qi ,qs,S},{0,1),S,P'), 这 里 S 是 新 添加 的 变 元 ,作为 起 始 符 . 

构造 已 的 一 般 做 法 是 : 若 BE6(A, a), 则 当 BEF 时 ,有 产生 式 BAa 和 S 一 Aa; 否 
则 ,有 产生 式 B 一 Aa. 最 后 加 一 个 产生 式 go。>e, 这 里 go 是 M 的 初始 状态 . 

在 这 里 ,由 6(gqo,0) 二 {q1}, 有 qqo0. 由 6(gqo，e) 二 {qs} ,注意 到 gs 是 终结 状态 ,有 
dz 一 qg 和 S>qo. 由 6lq1, 1) 二 {qz} ,有 gz 一 ql 和 Sqil. 由 6(gz，e) 二 {go} ,有 go 一 gs. 
最 后 加 一 个 wo 一 e. 

综合 起 来 ,P': 

Sg S—qgl 

dg 一 go qe >ql 
9g 一 qo0 go 一 qz 
=e 

例 10.12 构造 与 例 10.2 中 文法 Gs 等 价 的 有 穷 自 动机 . 

解 有 穷 自动 机 M 的 有 穷 状态 集 Q==VU {gy}= 二 {5S,A,B,gqy) ,其 中 G, 的 起 始 符 S 是 
M 的 初始 状态 ,qj 是 新 增添 的 终结 状态 ,二 {gq}. 注意 到 Gs 的 所 有 产生 式 都 形 如 X>aY， 
其 中 a 是 一 个 输入 符号 , 故 取 3 一 T 一 {0,1}. 由 产生 式 S>1A, 有 65(S, 1)=={A); 由 A 一 0A 


ey 有 6(A, 0)={A, B}; 由 A 一 1A, 有 65(A, 1)= 0.1 
}; 由 B-~0, 有 5CB, 0) 二 {gj}. 综合 起 来 ,有 () 
M= ({S,A,B,g;},{0,1},6,S, {gq/}), OO 
其 中 6 如 表 10-6 所 示 . 这 是 一 个 NFA, 它 的 状态 转移 图 如 图 10.8 
图 10-8 所 示 . 
表 10-6 


10.4 图 灵 机 


图 灵 (A. Turing) 于 1936 年 提出 一 种 数学 模型 ,现在 称 之 为 图 灵机 . 这 个 模型 很 好 地 描 
述 了 计算 过 程 . 无 数 的 事实 表明 ,任何 算法 都 可 以 用 一 个 图 灵机 来 描述 . 这 就 是 著名 的 丘 
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奇 (A. Church) 论 题 . 图 灵机 在 可 计算 性 理论 中 起 着 重要 作用 . 可 以 证 明 图 灵机 识别 的 语言 
是 0 型 语言 . 


10.4.1 图 灵机 的 基本 模型 


设想 图 灵机 是 由 一 个 控制 器 和 一 条 无 穷 长 的 带 组 成 ,如 图 10-9 所 示 . 带 被 分 成 许多 小 
方 格 ,两 头 是 无 限 的 . 每 个 方 格 内 可 以 存放 字母 表 丁 中 的 一 个 符号 . 控制 器 具有 有 穷 个 内 
部 状态 和 一 个 读 写 头 . 在 计算 的 每 一 步 ,控制 器 处 于 某 个 内 部 状态 , 读 写 头 扫描 带 的 某 一 个 
方 格 , 并 且 根 据 它 当 前 的 状态 和 扫描 的 方 格 内 的 内 容 决定 下 一 步 动作 : 把 正在 扫描 的 方 格 
内 的 内 容 改写 成 卫 中 的 某 一 个 符号 , 读 写 头 向 左 或 者 向 右 移动 一 格 ,控制 器 转移 到 某 一 个 
状态 . 计算 开始 时 ,输入 字符 串 存 放 在 带 上 , 带 的 其 余部 分 均 为 空白 . 控制 器 处 于 初始 状态 
du，, 读 写 头 扫描 输入 串 左 端的 第 一 个 符号 . 如 果 对 
于 当前 的 状态 和 扫 视 的 符号 没有 下 一 个 动作 , 则 
停机 , 为 了 刻画 一 个 图 灵机 ,只 要 指明 带 字 母 表 、 
输入 字母 表 、 状 态 集 ,决定 下 一 步 动 作 的 动作 函数 控制 器 
以 及 几 个 特殊 的 符号 即 可 . 图 10-9 

定义 10.9 图 灵机 ( 记 作 TM) 是 一 个 有 序 组 M 二 (Q,3,T,6,go,B,A), 其 中 

(1) Q 是 非 空 有 穷 的 状态 集合 ; 

(2) 5 是 非 空 有 穷 的 输入 字母 表 ; 

(3) 械 是 非 空 有 穷 的 带 字母 表 且 5CT; 

(4) go EQ 是 初始 状态 ; 

(5) BET 一 5 是 空 自 符 ; 

(6) ASQ 是 接受 状态 集合 ; 

(7) 6 是 动作 函数 , 它 定义 在 QXT 的 一 个 子 集 上 , 取 值 于 TX{L,R}; XQ, 即 dom SS 
QXT,ran 6CETX{L,R}) XQ. 6(g,s) 二 (s',R,g ) 表 示 在 当前 状态 是 gq、 读 写 头 扫 视 的 符号 
为 ;时 ,下 一 步 把 这 个 ; 改写 成 y , 读 写 头 向 右 移 一 格 ,控制 器 的 状态 转移 到 g ;6(g,s) 二 
(s, 工 ,q ) 与 此 相同 ,唯一 的 区 别 是 读 写 头 向 左 移 一 格 . 

例 10.13 图 灵机 M=({go ,qi ,qi,qs},{10,1),{0,1,B},6,gqo,B,{gs}), 其 中 6 如 表 10-7 
所 示 . 


表 10-7 


和 有 穷 自动 机 类 似 , 也 可 以 用 状态 转移 图 来 表示 图 灵机 . 在 每 一 条 弧 旁 标 上 s/s ,，R 或 
s/s'， 上 ,以 表明 图 灵机 的 动作 . 例 10. 13 的 状态 转移 图 如 图 10-10 所 示 . 

在 计算 的 每 一 步 , 带 上 只 有 有 穷 个 方 格 的 内 容 是 非 空 白 符 . 因此 , 带 的 内 容 总 可 以 表 
示 成 
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mo 了 0/B,L -人 中) 0/B, 尺 


图 10-10 


Balaz…a,B 
两 端的 其 余部 分 全 都 是 空白 符 . 当然 ,这 里 允许 某 些 a; 是 空白 符 . 为 了 描述 计算 中 的 一 步 ， 
还 需要 指明 当前 控制 器 所 处 的 状态 和 读 写 头 扫 视 的 带 方 格 , 可 把 它 表 成 


aaridgaian 或 下 


gq 

带 上 的 内 容 、 控 制 器 的 状态 和 读 写 头 扫 视 的 带 方 格 称 作 M 的 一 个 格局 .一般 地 ,一 个 格局 
总 可 以 表示 成 

Qa1ga2 
其 中 al ,wo ET" ,gE€Q. 它 表示 带 的 内 容 为 az ,当前 状态 为 g, 读 写 头 正在 扫 视 os 的 第 一 个 
符号 ， 如果 as 是 空 串 , 则 读 写 头 扫 视 紧 挨 在 右边 的 空白 符 . M 的 初始 格局 为 

Gow 
这 里 wn€3" 是 输入 字符 串 . 
设 a co 是 两 个 格局 . 如 果 从 o 经 过 一 步 到 达 cz , 则 记 作 

ol 上 os 
如 果 从 o 能 够 经 过 有 限 步 ( 可 以 是 零 步 ) 到 达 ce , 则 记 作 

ol 上 Fo; 

如 果 格 局 oc 二 agas 中 的 9 是 接受 状态 , 即 g€A, 则 称 o 是 接受 格局 ;如 果 之 后 没有 任 
何 动作 , 即 设 w 的 第 一 个 符号 是 ;.6(q,s) 没 有 定义 , 则 称 o 是 停机 格局 . 

设 mo ,…,o,… 是 一 个 格局 序列 , 它 可 以 是 有 穷 的 ,也 可 以 是 无 穷 的 . 如 果 每 一 个 
oit1 都 由 6; 经 过 一 步 得 到 , 则 称 这 个 序列 是 一 个 计算 . 任 给 一 个 输入 字符 串 wEY* ,从 初始 
格局 oo 二 gow 开始 ,M 在 w 上 的 计算 有 3 种 可 能 . 

(1) 停机 在 接受 状态 , 即 计算 是 以 接受 格局 结束 的 有 穷 序列 oo ,om ,…,o,， 其 中 o 是 接 
受 的 停机 格局 . 

(2) 停机 在 非 接受 状态 , 即 计 算是 以 非 接受 格局 结束 的 有 穷 序 列 mm ,om ,…,o, ,其 中 ml 
是 停机 格局 ,但 不 是 接受 格局 . 

(3) 永 不 停机 , 即 计 算是 一 个 无 穷 序列 oo ,om ，…. 

如 果 是 第 一 种 情况 ,我 们 称 图 灵机 M 接受 字符 串 w; 如 果 是 第 二 种 或 第 三 种 情况 ,都 说 
图 灵机 M 不 接受 字符 串 w, 或 拒绝 当 M 不 接受 w 时 ,有 两 种 可 能 : M 停机 在 非 接 受 状态 
或 者 永 不 停机 . 

定义 10.10 图 灵机 M==(Q,5,T,6,go,B,A) 接 受 的 语言 L(M) 是 M 接受 的 字符 串 的 
全 体 , 即 

L(M) = {w E35” | M 接受 w}). 

例 10. 13 的 图 灵机 M 在 输入 w= 二 10100 上 的 计算 为 
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B10100B B10100B 
t + 
qo go 
B10100B B10100B 
+ + 
go go 
Bl0100B B10100B 
+ 人 
go go 
Oe DOD 


qi 92 
2 


9s3 
由 于 gs 是 接受 状态 且 最 后 的 格局 是 停机 格局 , 故 M 接受 w 王 10100. 

这 个 M 计算 的 一 般 过 程 大 致 是 : 在 状态 ge 下 , 读 写 头 不 断 右 移 , 扫 视 整个 输入 w, 直 至 
找到 wo 右边 的 第 一 个 空白 符 B, 然 后 转移 到 状态 qi. 若 w 右 端的 两 个 符号 是 0, 则 M 把 这 两 
个 0 改写 成 B 后 ,停机 在 接受 状态 gs; 如果 ow 右 端 第 一 个 符号 是 0, 第 二 个 符号 是 1 或 者 w 
二 0, 则 M 停机 在 非 接受 状态 .如 果 wow 右 端 第 一 个 符号 是 1 或 者 w=s, 则 M 永 不 停机 ,不 
断 地 从 go 到 gj ,再 回 到 go , 读 写 头 也 在 一 左 一 右 的 来 回 移动 . 可 见 ,M 接受 所 有 以 00 为 后 
缀 的 0、1 字符 串 , 即 L(M)=={x00|xE€3"). 

例 10.14 构造 一 个 接受 语言 L= 二 {0"1"|n 宇 1) 的 图 灵机 . 

解 ”基本 思想 是 读 写 头 来 回 移动 ,每 次 删 去 左 端的 一 个 0 和 右 端 的 一 个 1. 如果 这 样 恰 
好 把 输入 串 w 删 去 , 则 wEL; 和 否则 w 儿 工 . 

计算 开始 时 ,如 果 初 始 状 态 go 读 到 0, 则 把 0 改写 成 B( 删 去 这 个 0) 后 转 到 状态 o ;和 否 
则 w& 工 ,停机 并 拒绝 w. 8(w ,0) 一 (B,R,oD)( 不 给 出 6(q,1) 和 6(Co,B), 表 示 它 们 没有 定 
义 ). 在 状态 qt 下 读 写 头 右 移 ,直至 找到 右边 第 一 个 妃 后 , 往 回 左 移 一 格 并 且 转 到 状态 g;. 
6(g1,0) 二 (0,R,g1) ,6(g1;1) 二 (1,R,q1),6(q1:B) 二 (B,L,qs)， 如 果 gs 读 到 1, 则 这 个 1 与 
左 端 刚 删 去 的 0 对 应 , 故 删 去 这 个 1,、 左 移 并 且 转 到 状态 g; ;否则 表明 wo& 工 ,停机 并 拒绝 w. 
6(q 1) 一 (B,L,q)， 如 果 gs 读 到 B, 则 表明 恰好 把 输入 串 w 全 部 删 去 ,wEL, 故 停机 并 且 
接受 w,q， 是 接受 状态 . 否则 返回 到 左 端 和 状态 go, 重复 上 述 过 程 . 6(g3,0) 二 (0,L,g4)， 
ously = Lo (0 Lg i)= (Lg 0m B=CB Rg 

综 上 所 述 ,M=《Q,{0,1},{0,1,B},6,qosB,{qs)); 其 中 Q= {gi|i=0,1;2,3,4},6 如 
表 10-8 所 示 . 


表 10-8 


定义 10.11 设 工 是 一 个 语言 . 如 果 存 在 一 个 图 灵机 M 接受 语言 工 , 即 工 CM) 一 工 , 则 
称 工 是 递归 可 枚 举 的 , 记 作 r.e. 

可 以 证 明 下 述 定理 : 

定理 10.6 语言 工 是 r.e, 当 且 仅 当 工 是 0 型 语言 . 

这 个 定理 告诉 我 们 ,图 灵机 和 0 型 文法 等 价 . 


10.4.2 用 图 灵机 计算 函数 


图 灵机 不 仅 可 以 作为 语言 的 接收 器 ,还 可 以 用 来 计算 函数 . 一 般 地 ,图 灵机 计算 一 个 字 
符 串 函数 ,这 个 函数 的 自 变量 和 函数 的 值 都 是 字符 串 . 当 图 灵机 M 对 输入 xz 的 计算 停机 时 
(不 管 是 否 停机 在 接受 状态 ) , 带 上 留 有 厂 上 的 字符 串 , 删 去 5 以 外 的 符号 后 ,得 到 一 个 5 上 
的 字符 串 y, 记 作 y= 二 f(x). 如 果 M 对 输入 x 永 不 停机 , 则 f(x) 没 有 定义 . 称 M 计算 函数 
f. f 是 35* 到 353* 的 函数 ,但 对 3* 中 的 某 些 点 没有 定义 . 对 于 例 10.13, 输 入 xE{0,1)*. 当 
工 的 右 端 是 2 个 0 时 ,Fz) 等 于 工 删 去 这 2 个 0 后 的 剩余 部 分 : 当 z 的 右 端 只 有 1 个 0 时 ， 
COz) 等 于 工 删 去 这 1 个 0 后 的 剩余 部 分 ; 当 工 最 右 端 是 1 或 z=e 时 ,FGz) 没 有 定义 如果 
把 40,1} 上 的 字符 串 看 作 自 然 数 的 二 进 制 表示 (字符 串 左 端的 0 忽略 不 计 ) ,那么 了 是 一 个 整 
数 函 数 ,有 


zx/4, 若 工 被 4 整除 ; 
flz) = 1z/2， 车 x 被 2 整除 ,但 不 被 4 整除 ; 


没有 定义 ， 否则 . 

设 N 是 自然 数 集合 ,m 是 一 个 正 整数 . 考虑 函数 F: N”" 一 N. 在 这 里 ,对 于 N” 中 的 某 些 
点 了 可 以 没有 定义 . 如 果 Fr zw) 没有 定义 , 则 记 作 f(zi,…,x。) 人 咎 . 我 们 称 f 是 N 
上 的 元 部 分 函数 .如果 对 N” 中 的 每 一 点 了 都 有 定义 , 则 了 称 作 m 元 全 函数 . 

例如 ,z 十 y 是 一 个 全 函数 ,而 x 一 y 是 部 分 函数 . 当 x 二 y 时 ,zx 一 y 没有 定义 ,因为 要 求 
函数 值 是 一 个 自然 数 . 

取 5={1}. 用 字符 串 1*, 即 连续 的 x 个 1 表示 自然 数 工 , 称 作 自然 数 的 一 进 制 表示 . 

设 /是 N 上 的 疡 元 部 分 函数 . 对 任意 给 定 的 zi,…,zx,,EN, 用 它们 的 一 进 制 表示 作为 
M 的 输入 , 即 带 的 初始 内 容 为 

1 Bl* B.…Bl1™ 

这 里 取 3={1) ,空白 符 B 作为 分 隔 符 . 如 果 当 f(zi,… ,zx) 二 有 时,M 最 终 停机 且 停机 时 
带 上 的 字符 串 (不 计 瑟 以 外 的 符号 ) 是 本; 当 Fr ,…,zn) 个 时 ,M 永 不 停机 , 则 称 M 计算 
函数 /. 图 灵机 计算 的 函数 称 作 部 分 可 计算 函数 或 部 分 递归 函数 . 部 分 可 计算 的 全 函数 称 
作 可 计算 函数 或 递归 函数 . 

用 图 录 机 计算 函数 时 ,不 需要 区 分 停机 在 接受 状态 和 非 接 受 状态 . 因此 ,不 必 指 明 接 受 
状态 集合 . 

虽然 图 灵机 的 动作 非常 简单 ,但 其 计算 能 力 极 强 . 它 能 够 实现 任何 算法 ,计算 任何 人 们 
认为 可 计算 的 函数 . 不 过 设计 图 灵机 需要 很 强 的 技巧 ,而 且 通 常 是 很 麻烦 的 . 

例 10.15 构造 一 台 计 算 x 一 y 的 图 灵机 . 

解 ” 前面 已 经 说 过 ,zx 一 y 是 一 个 部 分 函数 . 当 z+ 三 y 时 , 它 和 普通 减法 一 样 ; 当 x 二 y 
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时 ,没有 定义 . 

以 一 进 制 方式 表示 数 . 带 的 初始 内 容 为 1*B1”. 为 了 叙述 方便 , 记 w= 二 17, ws 一 1 分 别 
为 输入 中 的 第 一 个 值 和 第 二 个 值 . 设计 的 基本 思想 是 读 写 头 左 右 来 回 运动 ,每 一 Cs 
ws 中 的 一 个 1( 最 右边 的 1) ,然后 删 去 ww 中 的 一 个 1( 最 左边 的 1). 如 果 在 该 删 w 时 ws 
被 删 完 , 则 表明 zx 三 y, 停 机 ,此 时 w 中 剩 下 的 1 即 为 所 需 的 结果 . 如 果 在 该 删 ww 时 ow 
删 完 , 则 表明 zx 二 y, 机 器 进入 永 不 停机 的 计算 . 

一 开始 , 读 写 头 右 移 , 直 至 找到 w, 右边 第 一 个 B 后 转移 到 状态 gs, 并 且 往 回 左 移 一 格 : 
(gos1)=(1,R,go) 6(g,B)=(B,R,g) 00 TD 一 (RD 3 B) 一 (B,I 0) 车 更 
读 到 B, 则 表明 w 已 被 删 完 ,x 三 y, 停 机 ;车 读 到 1, 则 删 去 这 个 1 后 继续 左 移 直至 找到 ww 
左 端 第 一 个 B( 即 分 隔 w 与 ws 的 B) 后 ,转移 到 状态 gq 并且 继续 左 移 一 格 : 8(Cq ,1) 一 
(B,L,gs),6(g3,1) 二 (1,L,gqs),6(gqs,B) 二 (B,L,gqs). 若 q 读 到 B, 则 表明 ww 已 被 删 完 ， 
ZX 过 y, 读 写 头 一 直 左 移 下 去 , 永 不 停机 ; 若 w 读 到 1, 则 读 写 头 继续 左 移 找到 wi 左 端的 第 一 
个 BB 后 往 回 右 移 一 格 ,这 是 ww 的 左 端 , 删 去 这 个 1 后 右 移 一 格 并 且 回 到 初始 状态 qo, 重复 
上 述 过 程 : 6(q,B)=(B,L,gi),6(gq4,1)=(1,L,gs),6(gs,1)=(1,L,gs),6(gs,B)=(B, 
R,qe),5(qs,1) 一 (B,R， 


综 上 所 述 ,M==(Q,{1},{1,B},6,qo,B), 其 中 Q={g;1i 二 0,1,…,6} ,6 如 表 10-9 所 示 . 
表 10-9 

6 _ B 

qo (1,R,go) (B.R,gi) 

qi (1,.R,g1) (B,L.,g;:) 

92 (也 , 工 ,qs) = 

gs (1,L,g:) (B,L.,.q) 

qs 放下 ,人 (B,L.,gq) 

gs (La yy (B,R,gs) 

qs (B.R,go) 过 


例 10.16 构造 计算 zy 的 图 灵机 . 

解 zy 是 一 个 全 函数 , 采用 一 进 制 表示 , 带 的 初始 内 容 为 15B1?, 计算 结束 时 为 13. 
和 上 题 一 样 , 把 输入 中 的 第 一 个 值 1 称 作 wi, 第 二 个 值 1 称 作 w;. 算法 的 基本 思想 是 删 
去 wi 中 的 一 个 1, 然 后 在 右 端 生 成 y 个 1, 直 到 w 被 全 部 删 去 为 止 . 最 后 删 去 ws , 带 上 恰好 
有 zy 个 1. 在 右 端 生成 y 个 1, 即 复制 一 个 w. 为 此 ,引入 一 个 工作 符号 C, 每 次 把 w 中 的 
一 个 1 改写 成 C, 然 后 在 右 端 写 一 个 1, 直到 把 ws 全 部 改 成 C 为 止 . 最 后 ,再 把 每 一 个 C 恢 
复 成 1. 

把 复制 一 个 w 王 1 的 子 过 程 记 作 COPY. 进入 COPY 时 的 格局 为 1Bpol>B12c ?>， 
退出 COPY 时 的 格局 为 11q3B1*B1”“”, 其 中 0 三 1 二 x,COPY 中 使 用 状态 方 ,一 0,1， 
sa 

从 删 去 w 中 的 一 个 1 到 完成 复制 一 个 w 称 作 一 个 阶段 . 每 个 阶段 从 状态 go 、 读 写 头 
位 于 最 左 端 开始 ,最 后 又 恢复 到 qo, 读 写 头 移 回 到 最 左 端 ,为 开始 下 一 个 阶段 做 好 准备 . 

如 果 go 读 到 B, 这 表明 wi 已 被 全 部 删 去 或 xz 一 0, 则 转移 到 状态 gs. 用 状态 gs 删 去 ws 
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后 停机 ,计算 结束 . 如 果 go 读 到 1, 则 删 去 这 个 1 后 转 入 状态 q1. 在 状态 w 下 ,将 读 写 头 右 
移 到 分 隔 w 和 w 的 B 的 右边 ,转移 到 状态 ,进入 COPY. 

退出 COPY 时 ,ps 在 读 ws 左边 的 B, 左 移 一 格 转 到 状态 gs ,用 状态 gs 找到 wi 左 端的 
B, 然 后 往 回 右 移 一 格 并 且 返 回 到 初始 状态 go。. 这 部 分 的 动作 函数 如 表 10-10 所 示 . 


表 10-10 


子 过 程 COPY. 如 果 状 态 po 读 到 B, 这 表明 复制 1 已 经 完成 , 则 转移 到 状态 ps. 在 状 
态 ps 下 , 读 写 头 左 移 , 把 所 有 C 恢复 成 1 后 读 到 w 左边 的 B, 左 移 转 移 到 状态 q ,退出 
COPY. 如 果 po 读 到 1, 这 是 w 中 尚未 被 改写 的 最 左 端的 1, 则 把 这 个 1 改写 成 C 后 转移 到 
状态 p1. 在 状态 户 下 右 移 读 完 w ,越过 B 转移 到 状态 ps. 在 户 下 继续 右 移 , 越 过 前 面 生 
成 的 1, 找 到 右 端 的 B. 把 这 个 B 改写 成 1( 又 生成 一 个 1) 后 转移 到 p,. 在 加 下 左 移 , 越 过 
ws 右边 的 B 时 转移 到 p,. ps 继续 左 移 读 完 ws 中 尚 存 的 1, 最 后 读 到 C. 读 写 头 往 回 向 右 移 
一 格 并 且 返 回 到 加 COPY 的 动作 函数 如 表 10-11 所 示 . 


表 10-11 
6 1 e B 
po < (B,L, ps) 
pl (B,R, p;) 
ps (1,L,ps) 
ps (B,L,p4) 
ps x 


(B.L, g3) 


整个 图 灵机 M=(Q,{1),{1,C,B},6,qo,B) ,其 中 Q={gi|i=0,1,2,3}U {pj;|j=0,1， 
…,5). 在 表 10-10 和 表 10-11 中 ,X 和 一 均 表 示 6 没 有 定义 . 但 是 ,X 是 实际 上 不 会 出 现 的 
情况 . 


10.5 题 例 分 析 


例 10.17 设 文法 G=({S,C,A},{0,1},S,P), 其 中 
P: S>ASA|OC1|1C0 
C—>ACA|Ale 
A—>0|1 
(1) G 是 几 型 文法 ? 
(2) 下 列 命题 是 真是 假 ? 
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© C=010 

© C010 

@ AAA>00 
@ CCCCS>00 
© Cc>AAA 


©® s=>010 

(3) 给 出 L(G) 的 集合 表示 . 

答案 (1) G 是 2 型 文法 , 即 上 下 文 无 关 文 法 . 

(2) @ 假 . @ 真 . @ 假 . @ 真 . @ 真 . @ 假 . 

(3) L(G)= {zx0wly,rlwOy|z,y,wE{0,1}’ ,HIzx|=|y|}, 
即 L(G) 由 所 有 长 度 大 于 等 于 2 且 不 左右 对 称 的 0、1 串 组 成 . 

分 析 (2) 由 于 G 不 含 产 生 式 C 一 010 , 故 四 为 假 . 


派生 通常 是 不 唯一 的 ,如 @ C 过 010 的 派生 可 以 是 
C=>ACA=>AAA=>0AA 二 01A 二 010， 
C=>ACA=>AC0=>0C0=>0A0 二 010， 
等 . 
注意 到 G 中 以 A 为 左 端 变 元 的 产生 式 只 有 A->0 和 A->1, 故 AAA 只 能 派生 出 长 度 为 


3 的 0.1 串 , 故 @AAA 过 00 为 假 . 
S 要 派生 出 长 度 为 3 的 0.1 串 ,就 不 能 使 用 第 一 个 产生 式 , 而 只 能 使 用 后 两 个 产生 式 


S-~>0C1 或 S-=1C0, 从 而 派生 出 的 0、1 串 的 首尾 不 可 能 同时 为 0 或 同时 为 1, 故 @S 之 010 
为 假 . 

(3) 基于 上 面 关 于 (2)@ 的 观察 ,可 以 看 到 L(G) 中 的 0、1 串 至 少 有 一 对 左右 对 称 位 置 
上 的 0、1 不 相同 . 详细 分 析 如 下 . 


首先 容易 看 出 ,C 可 以 派生 出 任意 的 0、1 串 . 其 次 ,重复 使 用 S 一 ASA 可 得 到 S 过 
A'SA', 其 中 i 是 任意 的 非 负 整数 . 而 A’ 可 以 派生 出 长 度 为 i 的 任意 0、1 串 . 最 后 ,为 了 消 
去 S, 必 须 使 用 S->0C1 或 S>1C0, 故 

L(G) = {x0wly,zlwOy | zywE{0, 1 ,是 |z|=|y|}. 

例 10.18 试 构造 一 台 DFA 接受 所 有 可 被 5 整除 的 自然 数 的 二 进 制 表示 ,如 0、101、 
1010 等 . 

解 被 5 整除 的 余数 是 0、1、2、3、4. 设 w=aras…aswa;E10,1}. 把 w 的 长 度 为 k 的 前 
级 记 作 wi, 即 ow 二 a1as*…ar ,1 三 k 达 n. 用 状态 gq; 表示 w 已 读 完 的 前 级 除 以 5 的 余数 为 i， 
0 过 i 过 4. 由 于 

oO0O=2Xo arl 王 2Xw 十 1， 
9 关于 di; 的 值 如 表 10-12 所 示 . go 是 终结 状态 . 
站 这 翅 


9 关 go a gz gs gs *p 区 
0 p go gz gs 9 gs 并 Fr 
1 a qa qs qo qz q+ r r 


最 后 , 除 0 外 ,二 进 制 表示 应 以 1 开头 , 故 再 添加 3 个 状态 s.p 和 7, 其 中; 是 初始 状态 ， 
旋 是 一 个 终结 状态 ,专门 用 于 接受 字符 串 0, 相 关 的 8 值 也 在 表 10-12 中 列 出 . 状态 转移 图 
如 图 10-11 所 示 . 


作为 识别 语言 的 工具 ,只 有 DFA 才 真 正 是 识别 语言 的 算法 . 但 是 直接 设计 DFA 有 时 
比较 困难 ,可 以 先 设 计 NFA ,再 把 它 转 化 成 等 价 的 DFA. 利用 NFA 的 非 确定 性 往往 可 以 
简化 设计 ,设计 NFA 的 技巧 在 于 使 用 “猜想 ”, 如 下 例 所 示 . 

例 10.19 设 L={xabalxE{a,b)*}). 构 造 识别 L 的 DFA. 

解 wEla,b)* 是 否 属于 LL 取决 于 它 的 最 后 3 个 字符 ,因此 不 必 关 心 开始 时 读 到 的 字 
符 , 而 只 需 检查 最 后 3 个 字符 是 否 是 aba. 问题 在 于 不 知道 现在 读 到 哪里 了 (在 设计 自动 机 
时 总 是 设想 自己 就 是 这 台 自 动机 )， 如 果 是 设计 DFA ,在 每 一 步 都 要 考虑 各 种 可 能 的 情况 . 
如 果 是 设计 NFA ,就 可 以 巧妙 地 使 用 “猜想 ”。 当 读 到 a 时 就 要 猜想 这 个 a 是 否 是 后 缀 aba 
的 第 一 个 a. 如 果 猜 想 * 是 ”, 则 转 和 人 检查 后 缀 aba 的 计算 . 这 个 NFA M 如 图 10-12 所 示 . 

按照 例 10. 9 的 方法 可 以 构造 出 与 M 等 价 的 DFA M' ,M 的 状态 集合 Q 是 M 的 状态 
集合 Q 的 寡 集 . 实际 上 ,Q 的 某 些 子 集 在 M 的 计算 中 不 可 能 出 现 , 从 而 没有 必要 把 它们 引 
入 Q. Q' 只 需 包含 在 M 的 计算 中 可 能 出 现 的 Q 的 子 集 . 具体 做 法 如 下 . 

为 方便 起 见 , 用 po 表示 {go) ,pi 表示 {gq1) ,po 表示 {go ,q1) ,其 余 类 推 . 

M’ 的 初始 状态 是 po, 计 算 人 (posa)==6(go,a)= 二 {gog1) = 二 pos6 (posb)=6(go,b)= 
{go} 二 po. 新 出 现 Po， 对 pu 计算 6’: 0 (pusa)=6(q,a)U 0 Cd， a) 一 加 ol ,3 (po 0) 一 
6(q ,0)U6(Co 0 一 po. 又 新 出 现 bo ,再 对 加 计算 9 ,如 此 继续 ,直至 不 再 有 出 现 过 、 但 还 
没有 计算 8 值 的 状态 (CQ 的 子 集 ) 为 止 . 如 表 10-13 所 示 . M 的 状态 转移 图 如 图 10-13 所 
示 . M' 只 有 4 个 状态 ,而 不 是 2 一 16 个 状态 . 


a,b 
a 


图 10-12 图 10-13 
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例 10.20 构造 识别 数 的 DFA. 

解 ” 例 10.16 给 出 了 程序 设计 语言 中 数 的 描述 和 生成 数 的 文法 G. 设计 DFA, 可 以 直 
接 构造 ,也 可 以 先 构 造 NFA ,再 把 它 转换 成 等 价 的 DFA ,还 可 以 先 设计 等 价 的 正则 文法 ,再 
转换 成 有 穷 自 动机 . 

在 程序 设计 语言 中 用 巴 科斯 范式 (BNF) 描 述 语法 . 一 般 地 ,BNF 是 上 下 文 无 关 文 法 . 
例 10.6 中 给 出 的 生成 数 的 右 线性 文法 G 实际 上 就 是 描述 数 的 BNF. 

根据 定理 10. 4 的 证 明 , 很 容易 把 C 转换 成 带 e 转移 的 NFA M, 如 图 10-14(a) 所 示 . 这 
里 仍 沿用 例 10.6 中 的 记号 ,其 中 num 是 初始 状态 ,新 添加 了 一 个 终结 状态 or， a 是 数字 0， 
1,…,9 的 缩写 . 注意 , 到 gy 的 3 个 转移 都 是 s 转移 , 故 可 以 删 去 oj ,把 这 3 个 se 转移 到 q7 
的 状态 rm rs 和 rs 改 成 终结 状态 . 这 仍 是 一 个 带 s 转移 的 NFA, 记 作 Mi ,如 图 10-14(b) 所 
示 . 再 用 例 10. 10 的 方法 把 Mi 转换 成 等 价 的 不 带 s 转移 的 NFA M: , 见 图 10-14(c). 最 后 
用 例 10. 9 的 方法 把 M， 转换 成 DFA Ms: ,如 图 10-14(d) 所 示 . 这 里 用 num, Fig,…,rs 表示 
{num}),{fig}),…,{re). 用 ri 表示 {7 ,rs). 为 了 简明 起 见 ,图 中 没有 画 出 状态 名 及 其 有 关 的 
转移 . 也 就 是 说 ,图 中 6 所 有 没有 定义 的 地 方 都 是 转移 到 儿 ,包括 对 任意 字符 名 转移 到 自身 . 


习 题 


10.1 给 出 在 例 10. 5 中 文法 G 派生 出 下 述 表 达 式 的 过 程 : 

(1) atax*a; (2) (a—a)/(a*ata*a). 

10.2 设 文法 G==({S},{a,6b},S,P), 其 中 PP: S>aS,S 一 Sb,S>e. 求 L(G). 
10.3 设 文法 G=({S,A,B},{a,b,c},S,P)， 


其 中 PP; (1) SwaSAB (2) S=aAB 
(3) BA 一 AB (4) CA 一 ap 
(5) 0A 一 00 (6) bB—bc 
(19 eB-*0r 


求证 : 对 任意 的 n 宇 1,a"b"c" EL(G). 
10.4 在 程序 设计 语言 中 ,一 串 以 字母 开头 的 字母 和 数字 称 作 标识 符 . 试 给 出 生成 所 
有 标识 符 的 右 线性 文法 和 左 线 性 文法 . 
10.5 试 给 出 生成 下 述 语言 的 右 线性 文法 和 左 线 性 文法 : 
(1) L=={w€E{0,1)}* lw 中 有 连续 的 3 个 0}; 
(2) L= {a"b" | 7 ,7 之 1). 
10.6 给 出 生成 语言 二 ={ooz|loE{0,1 和 六) 的 文法 ,这 里 wr 是 wo 的 反 转 ,定义 如 下 : 若 
包 一 QI1Q2…Qn , 则 wr = "dr 
10.7 设 右 线性 文法 G=({S,A,B,C)},{0,1},S,P)， 
其 中 P:; S>0S|1SI1A10B 
A—>1C|1 
B—>0C|0 
C—>0C|1Cl0l1 
试 构造 一 个 与 G 等 价 的 左 线性 文法 . 
10.8 设 FA M=({q,q,qq),{0,1},0g,qo,{q)),9 如 表 10-14 所 示 . 
(1) 给 出 M 的 状态 转移 图 ; 
(2) M 是 否 接 受 下 述 字 符 串 : 01010,00101,01001; 


(3) 求 工 COM). 

表 10-14 
6 0 |] 
go a gs 
a gs 92 
gz qa gs 


10.9 设 NFA M=({qo,qi,q,qs),{a,b,c),0,qo,{qs)), 其 中 9 如 表 10-15 所 示 . 
(1) 画 出 M 的 状态 转移 图 ; 
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(2) 用 根 树 形式 给 出 M 对 下 述 w 的 计算 过 程 中 的 状态 转移 ,并 问 M 是 否 接受 w? 
© w=abbcc; Ow=ababc; @w 王 ap00ca. 


表 10-15 


10.10 设 带 e 转移 的 NFA M 的 状态 转移 图 如 图 10-15 所 示 , 求 L(M). 


10.11 给 出 接受 下 述 语言 的 DFA: 2 


(1) 工 一 (0"1” 7, 之 1)}; () 
(2) 含有 偶数 个 0 的 0、1 字符 串 的 全 体 (偶数 包括 0). 多 (0 
10.12 给 出 接受 下 述 语言 的 NFA: 

(1) 以 01 为 后 级 的 0、1 字符 串 的 全 体 ; 

(2) 不 含 子 串 011 的 0、1 字符 串 的 全 体 . 

10.13 ”给 出 与 题 10.9 NFA 等 价 的 DFA. 

10.14 给 出 与 题 10. 10 带 s 转移 的 NFA 等 价 的 不 带 转移 的 NFA. 

10.15 给 出 与 题 10.8 FA 等 价 的 右 线性 文法 和 左 线性 文法 . 

10.16 给 出 与 题 10. 10 带 转移 的 NFA 等 价 的 右 线性 文法 和 左 线性 文法 . 

10.17 给 出 与 题 10.7 右 线性 文法 G 等 价 的 NFA. 

10.18 给 出 例 10. 13 图 灵机 M 对 下 述 输入 串 的 计算 : 

(1) 11010; (2) 01100; (3) 01011. 

10.19 ” 试 构 造 出 接受 下 述 语言 的 图 灵机 : 

(1) 所 有 0 和 1 ee 1 字符 串 ， 

(2) {wwT 1wE{0,1)* } ,wo7 见 题 10. 6. 

10. 20 试 构 造 出 计算 下 述 函 数 的 图 灵机 ,采取 一 进 制 表示 数 . 

CD ys M2 3 

10.21 图 灵机 的 状态 转移 函数 6 可 以 表示 成 有 穷 的 五 元 组 集合 , 每 个 五 元 组 


(gssvs ,和 X,q ) 代 表 6Cg,s) 二 (5 ,XX,gq), 其 中 义 =L 或 R, 故 称 这 种 图 灵机 为 五 元 图 灵机 . 
四 元 图 灵机 的 6: QXT>(TU {L,R}) XQ, 可 表示 成 有 穷 的 四 元 组 集合 ,每 个 四 元 组 形 如 
(gssssg )、(qsssL,g ) 或 (q,s.R,q ). 在 四 元 组 中 符号 的 含义 和 五 元 组 的 相同 .四 元 图 灵 
机 的 每 一 个 动作 除 转移 状态 外 ,或 者 改写 一 个 符号 ,或 者 向 左 、 向 右 移 动 一 格 . 试 证 明 : 语 
言 工 被 一 个 四 元 图 灵机 接受 当 且 仅 当 工 被 一 个 五 元 图 灵机 接受 . 


以 下 各 题 从 供 选 择 的 答案 中 选 出 正确 的 答案 填 人 方 框 口内 . 
10.22 下 述 文法 G 的 终极 符 集 合 均 为 {0,1) ,起 始 符 均 为 S, 大 写字 母 均 是 变 元 . 
(1) P: S>0A|1B 

A—>1Al0BI0 


B- 一 1B10A 


G 是 |A| 文 法 . 由 
(2) P: S 一 0BA 


G 是 |A| 文 法 . 由 


S 


A>1A|0 


S 


下 


(3 Ps SS0ABA AB 一 A0B 
BA 一 Bl1A A—1BI0 
B—>0Al|l 


G 是 [A 文法. 由 


号 


(4) P: S>0SAB|BA 
A-~0A10 


Bl 
G 是 |A| 文 法 . 由 
供 选 择 的 答案 


S 


B| 派 生出 00010,|C| 派 生出 01001,|DI 派 生出 10000. 
B—A1l0 


B| 派 生出 00010 ,|C| 派 生出 01001,|D| 派 生出 10000. 


A: D0 型 ; @O1 型 ; @2 型 ; @ 右 线性 ; @ 左 线性 . 
B.C.D: 中 能 ;，@ 不 能 . 


10.23 图 10-16 给 出 4 个 有 穷 自 动机 的 状态 转移 图 . 记 M; 的 状态 转移 函数 为 8;(1 乏 


i<4). 


B| 派 生出 0101110 ,|C| 派 生出 00010 ,|D| 派 生出 01010. 


B| 派 生出 00101110 ,|C| 派 生出 00010 ,|D| 派 生出 01010. 


(a) 0 (9qo，1 ) 一 


(b) 6 (q1,0)= 


(c) 6, (qo,0) 一 
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A 


yg ly= 


,0 (qdq ,1) 一 


, 0 (ds , 1) 一 


(c) AM 


图 10-16 


, M' 读 完 输入 01101 后 的 状态 为 


, Ms 读 完 输入 01010 后 的 状态 为 


B 


，M 读 完 输入 11001 后 的 状态 为 


C 


， Mi 接受 


， M。 接受 


, Ms 接受 


(d) (qi,1) 王 |Al,8 Co,0) 王 |BH，M: 读 完 输入 01010 后 的 状态 为 |C|，M, 接受 |D 


供 选 择 的 答案 

ABC: OD gq; Da; Dgq; Bq; Go:o) Of{fg,g); Dig,g); Of{gq,gq); 
@{g1,g}; D{g aq @(o qq) Diggg); OB{g, gq); @{gi, gq, gq); 
图 (qqiqqs); BG. 

注 : 这 里 不 区 别 g; 和 {g;}). 

D.E: 000000; @101010; @00010; @1001. 

10.24 设 图 灵机 M==({g;10 志 i 二 5),{0,1),{0,1,B},6,gqo,B,{gs)), 其 中 6 如 表 10-16 


所 示 ， 
表 10-16 
6 0 1 B 
go (0,.R,go) (1,R,go) (B,L, gq) 
qi (1,L,g:) (0, 工 .qz ) = 
gz (1,L,g:) (0,L.,gs) 一 
gs (0,L.,g:) (1,L,g:) = 
qs (1,L,g:) (0, 工 .9qs) ( 卫 , 工 ,qt) 
gs 一 一 一 


给 定 输入 w,M IA| JBl wm. 当 M 停机 时 ,输出 有 后 绥 |C|. 
(1) w=10111; (2) w=10110; 


(3) w=10; (4) w= 10000; 
(5) w=00001; (6) w=0. 
供 选 择 的 答案 


A: 停机 在 go; @@ 停 机 在 gi; 加 停机 在 qz ; @ 停 机 在 gs; 加 停机 在 qi; @ 停 机 在 gs ; 
@ 永 不 停机 . 

B: 中 接受 ; @ 拒 绝 . 

C: O00; @01; @10; O11; @0; @1. 

注 : 当 A 的 答案 是 时 ,不 回答 C. 
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